Grundlagen der
Differentialgeometrie

Heinz Grindemann






Vorwort

Meist ist es die Form eines allgemeinen Gegenstandes unserer Anschauung, die zu
beschreiben ist, bevor es an die Analyse anderer Eigenschaften geht. Grundlegende
Kenntnisse der Geometrie im Allgemeinen und der Differentialgeometrie im Besonde-
ren sind deshalb fiir jeden Ingenieur und Naturwissenschaftler unabdingbar und soll-
ten fester Bestandteil seiner Ausbildung sein. Dem Lernenden stehen auf dem weit
geficherten Gebiet der Differentialgeometrie hervorragende Lehrbiicher zur verfiigung,
die meist von einem modernen auf dem Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
aufbauenden Standpunkt an dieses Thema herangehen.

Dieser Text ist aus einem Skript zu einer einsemestrigen Veranstaltungsreihe mit zwei
eineinhalb-stiindigen Vorlesungen pro Woche hervorgegangen. Zum Zuhorerkreis gehor-
ten angehende Techno-Mathematiker und Ingenieure des Maschinenbaues hoherer Se-
mester. Werden innerhalb dieses Zeitrahmens noch Ubungen durchgefiihrt, so ist damit
sicher die Grenze des Machbaren erreicht.

Zu einigen Kernsétzen sind auch die Beweise mit angegeben, da diese ein tieferes
Verstéandnis der Zusammenhénge fordern. Die Aufgaben zu den beiden Hauptkom-
plexen konnen auch als zusétzliche Beispiele angesehen werden. Der Leser sollte aber
trotzdem zunéchst an eine selbstéindige Losung herangehen, bevor er die ausfiihrlichen
Losungen im Anhang konsultiert.

Frankenberg im Februar 2011 Heinz Griindemann
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1. Einfithrung

In direkter Ubersetzung aus dem Griechischen bedeutet Geometrie Landvermessung.
In diesem urspriinglichen Sinne ist Geometrie mit der Einfiihrung eines Mafles - einer
Metrik - verbunden, mit der man Léngen und Winkel mifit und diese GroBlen damit der
Zahlenarithmetik zugénglich macht. Heute fasst man den Begriff Geometrie aber sehr
viel weiter und verbindet damit nicht nur die Vermessung, sondern auch die Beschrei-
bung des Raumes und der in ihm enthaltenen uniibersehbaren Formenvielfalt, die sich
materiell durch Figuren und Korper sowie deren Verdnderungen manifestiert. Um die-
ser Vielfalt Herr zu werden ist es notwendig, an den Anfang jeder konkreten Theorie zur
Geometrie gewisse allgemein akzeptierte elementare Bedingungen (die Axiome) zu stel-
len. Es geht in der Regel aber nicht um eine umfassende und detaillierte Beschreibung
der Dinge, sondern um die Aufdeckung von Gemeinsamkeiten verschiedener geome-
trischer Objekte - man spricht dann von Invarianzen oder Isometrien. Diese werden
durch die Eigenschaften von Abbildungen oder Transformationen zwischen den Objek-
ten sichtbar und fithren zu einer Algebraisierung der Geometrie. Eine auf algebraischen
Prinzipien beruhende Systematisierung der Geometrie wurde von Felix KLEIN 1872 in
seinem Erlanger Programm vorgestellt und bildet seitdem die methodische Grundlage
zum Studium der Geometrie.

Die erste umfassende Theorie zur Geometrie wurde von EUKLID in seinem Werk “Die
Elemente” dargelegt und ist bis heute Bestandteil der Schulmathematik. Diese EU-
KLIDische Geometrie ist in ihrem Kern auf das Studium von Geraden und Ebenen
im Raum sowie deren Invarianzen unter bestimmten Transformationen gerichtet. Zu
diesen Invarianzen gehéren Kongruenz- und Ahnlichkeitsaussagen sowie Invarianz bei
Drehung/Spiegelung und gewissen affinen Transformationen. Dies dndert nichts an der
Tatsache, dass auch gekriimmte Objekte beschrieben werden. Alles ist aber eingebettet
in einen unendlich ausgedehnten isotropen und homogenen Raum, in dem die affinen
Transformationen als Quellen invarianter Abbildungen in Erscheinung treten. Bezogen
auf physikalische Vorgéinge kann die EUKLIDische Geometrie als die Geometrie der
NEWTONschen Mechanik angesehen werden.

Bernhard RIEMANN entwickelte ein viel weiter gefasstes Konzept einer Geometrie auf

der Basis differenzierbarer Mannigfaltigkeiten, welches mehr Gestaltungsmoglichkeiten

fiir den umgebenden Raum zuldsst und die EUKLIDische Geometrie als Spezialfall

enthélt. Die sich im Allgemeinen von Punkt zu Punkt dndernden metrischen Verhéltnisse
in “gekriimmten Rdumen” werden durch einen metrischen Fundamentaltensor beschrie-

ben. Die Gerade als kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte im EUKLIDischen Raum

wird verallgemeinert zur Geodéte als ebenfalls kiirzester Verbindungslinie zwischen

Punkten eines RIEMANNschen Raumes.
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Man kann die Differenzialgeometrie, um die es hier geht, an der Nahtstelle zwischen
der elementaren EUKLIDischen Geometrie und der RIEMANNschen Geometrie an-
siedeln. Durch Einbeziehung der Differenzial- und Integralrechnung sowie dem damit
verbundenen Begriff des Grenzwertes in die EUKLIDische Geometrie wird es moglich,
“gekriimmte geometrische Objekte” zum einen lokal (bezogen auf Umgebungen einzel-
ner Punkte) zu studieren und zum anderen deren Ausdehnung (Léngen, Inhalte,...) zu
berechnen. Gleichzeitig wird in der klassischen Differenzialgeometrie aber auch der Weg
sichtbar, der eingeschlagen werden muss hin zu einer Geometrie gekriimmter Réume.
Im Folgenden wird ein Uberblick zum Inhalt und zu den Schwerpunkten einer Diffe-
rentialgeometrie der Kurven und Flachen gegeben.

Was ist Differenzialgeometrie und wozu ist sie brauchbar?

In der klassischen Differenzialgeometrie geht es um die Beschreibung und Untersuchung
von Kurven und Flachen im dreidimensionalen EUKLIDischen Raum. Wie in der Geo-
metrie im Allgemeinen so auch in der Differenzialgeometrie sind die Untersuchungsob-
jekte von einem hohen Grad an Anschaulichkeit geprigt. Man hat meist ein Bild der
Geometrie eines Gegenstandes vor Augen, das jetzt durch ein gewisses Maf§ an elemen-
tarer Analysis zu ergédnzen ist. Allerdings gestaltet sich die praktische Umsetzung oft
sehr mithsam, da man es in der Regel mit vielen Indizes und mehrfach verketteten par-
tiellen Ableitungen zu tun hat, was zu einer umfangreichen Rechenarbeit fithren kann.
Dazu stehen aber heute Computer-Algebra-Systeme zur Verfiigung (siehe [Gray| oder
[RKP]), die das formale Rechnen bedeutend vereinfachen. Aulerdem entschadigt der
zu erwartende Gewinn fiir so manche Rechenmiihe, denn nahezu uniiberschaubar sind
die Gebiete aus Naturwissenschaft und Technik, in denen die Differenzialgeometrie zu
einem niitzlichen und oftmals unentbehrlichen Darstellungs- und Untersuchungswerk-
zeug geworden ist. Eine keineswegs vollstéandige Auswahl von Applikationsfeldern soll
hier stichpunktartig genannt werden:

- Kinematische Beschreibung der Bewegung allgemeiner materieller Objekte durch Kur-
ven oder “Schléduche” im Raum (z.B. Bahnkurven von Flugobjekten, Raumsonden,
Fahrzeugen, Bewegungsablaufe technischer Aggregate (Roboter) und im Sport, kinema-
tische Grundlage zur allgemeinen Mehrkorperdynamik).

- Zeitliche und raumliche Verdnderungen allgemeiner materieller Objekte unter dem
Einflu} &duflerer Einwirkungen (Dynamik), z.B. die Deformation von 2D- oder 3D-
Bauteilen unter dem Einflul von Kréften, technologische Verfahren der Umformung
und plastischen Verformung.

- Hydro- und Aerodynamik (geometrische Beschreibung von Stromungsfeldern, insbe-
sondere Anwendungen aus der Meteorologie, der Hydrologie und Diffusions-/Migrati-
onstheorie)

- Aus historischer Sicht war die Geodésie ein Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der
Differenzialgeometrie (C.F. GAUS). Auch heute noch bildet die Differenzialgeometrie
die theoretische Basis der Erd- und Gebdudevermessung und natiirlich der Kartografie.



Moderne Kommunikations- und Navigationstechniken (z.B. GPS) benutzen als tech-
nologische Basis die Satellitengeodésie, deren theoretische Grundlage eine anspruchs-
volle, weit iiber den hier abgesteckten Rahmen hinausgehende Differenzialgeometrie
ist.

- Konstruktions- und Simulationsprozesse im allgemeinen Maschinen-/Anlagenbau,
Fahrzeugbau und in Architektur/Bauwesen werden heute in der Regel mittels CA-
Techniken virtuell auf dem Rechner vorbereitet und realisiert. Die softwareseitige Um-
setzung erfordert tiefe Einblicke in differenzialgeometrische Zusammenhénge.

Kommen wir zu einem Uberblick zum Inhalt und zu den Kernaussagen der hier dar-
gebotenen Differenzialgeometrie. Ausgegangen wird stets von hinreichend glatten Kur-
ven und Fléachen, d.h. solchen Objekten, die lokal eine Linearisierung erlauben. Un-
ter diesen Bedingungen kann, abgesehen von gewissen singuldren Punkten, an jedem
Kurvenpunkt eine Tangente und an jedem Flachenpunkt eine Tangentialebene ange-
heftet werden. Dies ist gewohnlich die Voraussetzung, die der klassischen Differenzi-
algeometrie zugrunde liegt und die auf die Beschreibung der lokalen Struktur geome-
trischer Objekte gerichtet ist. Lokal bedeutet in diesem Zusammenhang stets, dass
sich alle Grolen zur Charakterisierung von Kurven und Flédchen als Funktionen der
Objektpunkte darstellen lassen. Demgegeniiber spricht man von einer globalen Be-
schreibung oder Theorie, wenn es um FEigenschaften geometrischer Strukturen geht,
die nicht von den einzelnen Strukturpunkten, sondern von der topologischen Charak-
teristik abhingen.

Zu den Grundbegriffen der Theorie der Kurven gehoren das begleitende Dreibein und
die FRENETschen Ableitungsformeln. Diese letztgenannten Formeln sind Bestand-
teil des Hauptsatzes der Kurventheorie, in dem Bedingungen formuliert werden, unter
denen bei vorgegebener Kurvenkriimmung und -torsion iiber die Losung eines Anfangs-
wertproblems fiir ein System gewohnlicher Differenzialgleichungen die Parameterdar-
stellung einer Kurve rekonstruierbar ist. Damit ist die lokale Kurventheorie im wesent-
lichen umrissen. Die hier fiir 2D- und 3D-Kurven présentierten Definitionen sowie die
daraus abgeleiteten Ergebnisse lassen sich ohne bedeutenden technischen Mehraufwand
auf Kurven im R" (n > 3) verallgemeinern. Die Beschreibung der globalen Struktur ge-
schlossener ebener Kurven basiert auf den Begriffen Totalkriimmung und Umlaufszahl
und miindet im HOPFschen Umlaufsatz. Eine Weiterfithrung zur Theorie der Knoten
wiirde den Rahmen dieser Einfiihrung sprengen.

Offensichtlich ist die Geometrie der Fliachen weitaus reichhaltiger als jene der Kurven.
Die metrischen Verhéltnisse auf Flachen und deren Einbettung in den umgebenden
Raum werden im wesentlichen durch zwei Fundamentalgrofien G und L beschrieben.
Beide Groflen sind in einer speziellen Flachenparametrisierung durch 2 x 2—Matrizen
darstellbar.

Die 1. metrische Fundamentalgrofle G und die aus ihr hervorgehende Bilinearform de-
finieren die metrische Struktur einer Fléche selbst als zweidimensionales Gebilde. Mit
diesen Groflen messen “Flachlénder” Liangen und Winkel zwischen Flachenpunkten.
Als Flachlander oder Flachenbewohner werden im Folgenden zur anschaulichen geome-
trischen Deutung fiktive zweidimensionale Individuen bezeichnet, die nur auf Fléachen
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existieren und den umgebenden Raum nicht wahrnehmen koénnen. Die 1. metrische
Fundamentalgrofie bestimmt auflerdem die Flachenelemente und durch Integration
iiber diese den Inhalt einer Fldache. Alle Begriffe, Beziehungen und Parameter, die
eine Fliache charakterisieren und sich ausschliellich auf G zuriickfithren lassen, wer-
den als innergeometrisch (d.h. zur inneren Geometrie gehorend) definiert. Mit diesen
GroBen gehen Flachléander um. Als Erdbewohner nehmen wir z.B. die sphérische Ge-
stalt unseres Planeten gewoOhnlich gar nicht wahr und wahnen uns als Flachldnder
auf einer weit ausgedehnten Ebene. Alle Entfernungs- und Winkelmessungen oder
Flacheninhaltsbestimmungen, die sich nur auf die Erdoberfliche beziehen, sind deshalb
innergeometrische Groflen des Erdgeoids. Dass es dabei zu unverhofften Ergebnissen
kommen kann, zeigt das folgende einfache Beispiel: Trigt man ausgehend von einem
festen Erdpunkt P eine Strecke von z.B. 50 km konsequent nach Norden gerichtet ab
und anschlieend vom erreichten Endpunkt weiter fortfahrend ebenfalls eine Strecke
von 50 km diesmal konsequent nach Westen gerichtet ab, so wird man bei Durchfiihrung
dieser Streckenabtragung in umgekehrter Reihenfolge (also von Py beginnend erst 50
km nach Westen dann 50 km nach Norden) gegeniiber der ersten Léngenabtragung in
einem anderen Erdpunkt landen. Auf einer idealen Ebene kommt so etwas nicht vor.
Unabhéngig von der Reihenfolge der Léngenabtragungen wird man stets im gleichen
Punkt ankommen. Die Ursache dafiir, dass es auf einer Kugeloberflache nicht so ist,
liegt an ihrer Kriimmung. Von zentraler Bedeutung fiir die lokale Flachentheorie ist
deshalb der Kriimmungsbegriff.

Die Kriimmung einer Fléche, von der jeder eine intuitive Vorstellung hat, wird letzt-
lich auf die Kriimmung von Kurven, die nur auf der Fliche verlaufen (Flachenkurven)
zuriickgefiihrt. Zur ndheren Erlduterung dessen sei P, ein Flachenpunkt der Fléche §,
in dem die Tangentialebene E an § eindeutig bestimmt ist (siehe Abb. 1.1). Weiter
verlaufe durch P, eine glatte Flichenkurve € mit eindeutig bestimmtem Tangentenvek-
tor t im Punkt Fy. Die Tangentialebene ist durch ihren Normalenvektor N bestimmt,
der gleichzeitig auch Normalenvektor an § im Punkt Fj ist. Durch den Tangentenvek-
tor t und Normalenvektor N wird die zur Tangentialebene senkrecht stehende Ebene
Ey aufgespannt (Vorsicht! Dies ist i. A. weder die Normalebene noch die Schmiege-
ebene der Kurve €.) Die Kurve € projiziert man nun jeweils orthogonal auf E; und
Ey. Diese Projektionen ergeben ebene Kurven €, und €. Die Kriimmung der Fléche
§ im Punkt Py bezogen auf die Kurve € wird nun durch die Kriimmungen der beiden
Kurven €7 und €5 im Punkt P, beschrieben.

Die Kriimmung &, von €7 in 4 nennt man geodéatische Kriimmung und die Kriimmung



k., von €y in P heit Normalkriimmung. Da €p in der Tangentialebene liegt, ist kg
die Kriimmung, die Flachldnder als Kriitmmung der Flachenkurve € wahrnehmen. Aus
diesem Grund ist k, eine Grole der inneren Flichengeometrie. k, hingegen beschreibt
die Kriimmung der Fliache eingebettet in den umgebenden Raum und steht in direkter
Beziehung zum Normalenvektor N. Flachldnder sind nicht in der Lage, k,, zu beobach-
ten, weshalb man k, der duleren Geometrie der Fldche zuordnen muss, die von der
2. metrischen Fundamentalgréfie L beherrscht wird. Die Normalkriimmung ist direkt
aus der L zugeordneten Bilinearform berechenbar und besitzt den gleichen Wert fiir
alle Flachenkurven durch F, mit gleichem Tangentenvektor t in diesem Punkt. Dar-
unter gibt es genau eine Kurve, die gleich ihrer Projektion auf die Ebene Ey ist, fiir
die also die geodatische Kriimmung k, verschwindet und demzufolge auch die Nor-
malkriimmung gleich der Kurvenkriimmung ist. Diese Flachenkurve heifit geodétische
Linie oder einfach Geodéte durch den Punkt Fy in Richtung der Tangente t. Flachlénder
nehmen diese Kurve als Gerade auf ihrer Flache wahr, da sie keine Kriimmung fest-
stellen. Die Geodéaten einer Fliche sind also die auf ihr verlaufenden “Geraden”. Die
kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte auf einer Fléche ist stets eine Geodéte. Eben-
so wie die kiirzeste Verbindung zweier Punkte in der Ebene deren Verbindungsgera-
de ist. Die Geodéten auf einer Kugel sind deren Grofikreise. Demzufolge sind z.B.
die Langenkreise oder der Aquator der Erdoberfliche Geoditen. Lings eines Breiten-
kreises, der nicht mit dem Aquator zusammenfillt, bewegt man sich (immer auf die
Oberfldche bezogen) als Flichlander schon auf einer gekriimmten Linie. Dies wird be-
sonders augenscheinlich, wenn der Breitenkreis nicht weit von einem der Pole entfernt
ist.

Mit k, wird die Kriimmung einer Flidche in einem festen Punkt bezogen auf eine
Kurve € beschrieben, deshalb ist k, nur vom Punkt Fy, und dem Tangentenvektor
t in Py, aber nicht vom sonstigen Verlauf der Kurve abhéngt. Gibt man sich in F,
einen anderen Vektor aus der Tangentialebene vor, so erhdlt man mit k, die Normal-
kriimmung einer Flachenkurve durch F,, deren Tangentenvektor gerade dieser vorgege-
bene Vektor ist. Jeder tangentialen Richtung in F, kann somit eine Normalkriimmung
zugeordnet werden. Alle diese tangentialen Richtungen und deren zugeordnete Nor-
malkriimmungen sind auf zwei Hauptkrimmungsrichtungen rj, ro mit den (extre-
malen) Hauptkriimmungen A;, Ao zuriickfiihrbar. Dies ist ein Problem der linearen
Algebra, welches letztlich auf die Losung des verallgemeinerten Eigenwertproblems
(L — AG)v = 0 mit den Eigenwerten A;, Ay und Eigenvektoren vy, vo fiithrt (aus vy,
vy folgt sofort ry, rp). Hauptkriimmungen und Hauptkriimmungsrichtungen zusam-
men mit der mittleren Kritmmung H = (A1 + A2) /2 und der GAUSBschen Kriimmung
K = A\ )\ sind invariant gegeniiber der Flachenparametrisierung. Wahrend Ay, Ay und
H Grolen der duleren Flachengeometrie sind, kann K allein aus der 1. metrischen
Fundamentalgroe berechnet werden (und gehort damit zur inneren Geometrie). Die-
ses erstaunliche Resultat wurde erstmals von GAUS in seinem berithmten Theorema
egregium bewiesen.

Analog zu den FRENETschen Gleichungen der Kurventheorie gibt es in der Fléchen-
theorie die Ableitungsgleichungen von GAUB und WEINGARTEN. Allerdings gelingt
die Rekonstruktion einer Flache allein aus diesen Gleichungen, wie dies in der Kurven-
theorie moglich ist, nicht. Da es sich hier um ein System partieller Differenzialgleichun-
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gen 1. Ordnung handelt, sind zu dessen eindeutiger Losung Integrabilitdtsbedingungen
erforderlich, die als GAUB-Gleichung und Gleichung von CODAZZI-MAINARDI be-
kannt sind. Einige Ausfiihrungen zu Minimalflichen und zur Abwicklung von Fldchen
runden im wesentlichen die lokale Flachentheorie ab.

Mit dem Satz von GAUS und BONNET wird ein Blick auf die globale Theorie der
Flachen geworfen. Dieser Satz bringt zum Ausdruck, dass das integrale Mittel iiber
alle GAUflschen Kriimmungen einer kompakten Fldche ohne Rand eine Invariante ist,
die sich allein aus der topologischen Gestalt der Flidche, der sogenannten EULER-
Charakteristik ergibt.



2. Grundlagen

In diesem Kapitel sind jene grundlegenden Definitionen, Bezeichnungen, Theoreme und
daraus folgenden elementaren Aussagen der linearen Algebra und Analysis in lockerer
Folge zusammengestellt, auf die im Haupttext stdndig Bezug genommen wird.

2.1. EUKLIDischer Raum

I. Punkte und Vektoren

Der dreidimensionale Raum R? bildet das Grundobjekt jeder klassischen Geometrie-
beschreibung. Dieser Raum wird gewohnlich als kartesisches Produkt und seine Punkte
demzufolge durch geordnete 3—Tupel reeller Zahlen in der Form

R’ =R xR xR ={x=(21,72,73) | 7; €ER (Menge der reellen Zahlen)}

beschrieben. Dieser Darstellung liegt ein kartesisches (z1, s, r3) —Koordinatensystem
zugrunde, das von drei senkrecht aufeinander stehenden reellen Zahlengeraden gebildet
wird, die sich in einem Ursprungspunkt 0 = (0,0,0) schneiden. Wenn es zweckmifig
erscheint, werden die geordneten 3—Tupel anstelle von (z1, z9, x3) durch (z,vy, z) be-
zeichnet.

Ein Anfangspunkt x = (21, z9,23) und ein Endpunkt y = (y1, 99, ¥3) legen eindeutig
einen Vektor

_ U1 — T v

V =Xy = Yo — To = v?
3

Ys — I3 v

fest. Andererseits ist mit einem Punkt x € R3 und einem Vektor v eindeutig ein
Punkt y € R? bestimmt, so dass gilt v = x_3>f Dieser Zusammenhang zwischen Punk-
ten und Vektoren bringt zum Ausdruck, dass der Anfangspunkt eines Vektors un-
ter Beibehaltung seiner Richtung in einen anderen Punkt verschoben werden kann.
Man spricht deshalb von der Moglichkeit der Parallelverschiebung von Vektoren im
R3.

Die Menge aller dieser Vektoren bildet einen dreidimensionalen Vektorraum V3, in

dem eine Addition “+”

U v ul 4+ ot
ut+v=|[ v |+ | v | = v +? u,vev?
u v u? + 3
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und eine Multiplikation mit reellen Zahlen

vt av’
av=al| v* | = | av? veV®: aeR
v3 avd

definiert ist. Diese Rechenoperationen im V3 unterliegen den iiblichen Bedingungen
( u, v, w beliebige Vektoren aus V3 und o, 8 € R ):

ut+v=v+u Kommutativitat

(u+v)+w=u+(v+w) Assoziativitét

u+0=0 Existenz eines Nullvektors O

u+(—u)=0 Zu jedem Vektor u existiert ein inverses Vektor — u
(a4 p)u=au+ fu Distributivgesetze der Multiplikation
a(u+v)=au+av

a(fu) = G (au) = afu Assoziativgesetz der Multiplikation

lu=u Einselement der Multiplikation

Gelegentlich driickt man Vektoren auch durch eine Zeile in der Form

T
\ :(vl,v2,v3) bzw. V:(vl,v2,v3) aus.

II. Basis und Vektordarstellung

Die Vektoren g; = (g}, ¢2,¢%)" (i =1,2,3) heiBen linear unabhingig, wenn die
folgende Determinante nicht verschwindet:
g 9 9
det ({g1.82,83}) = | i 95 g5 |#0
g % %
In diesem Fall bilden {g;, g2, g3} eine Basis im V3, d.h. jeder Vektor v € V3 ist ein-
deutig als Linearkombination dieser Vektoren in der Form

v =a'g) + a’gy + d’gs

darstellbar. Die reellen Zahlen a', a2, a® heifien Koordinaten des Vektors v beziiglich der
Basis {g1, g2, g3} und sind aus dem linearen Gleichungssystem

11 1 1 1
91 92 G3 a v
2 5 9 2 _ 2
g1 92 43 a = v
3 3 3 3 3
g1 92 3 a v

eindeutig berechenbar.
Die Vektoren {vy, va, v3} heiflen linear abhéngig, wenn det ({vy, vo, v3}) = 0.

Die Basis
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deren Vektoren als Pfeile gedeutet vom Ursprung ausgehen und in Richtung der posi-
tiven Achsen des kartesischen Koordinatensystems weisen, heifit Standardbasis oder
kanonische Basis des R3. Die zusiitzliche Charakterisierung “kanonisch” tritt hiufig
in physikalisch/technischen Zusammenhéngen mit mathematischer Prigung auf und
bedeutet so viel wie “in natiirlicher Weise” oder “auf direktem offensichtlichem Wege”.
Ein Vektor v € V? gestattet in der Basis {ey, e;, e3} die Darstellung

vV = v = vlel -+ v2e2 —+ v3e3.

In dieser Basis sind den Punkten x € R? die sogenannten Ortsvektoren (hier unter
Beibehaltung der Bezeichnung)

x

% 1
x=0x= ) = T1€1 + T2€2 + T3e3

T3

zugeordnet. Diese nach Festlegung eines kartesischen Koordinatensystems eindeuti-
ge Zuordnung zwischen Punkten und Vektoren gestattet es, beide miteinander zu
identifizieren und deshalb in gleicher Weise iiber Punkte und Ortsvektoren zu spre-
chen.

Summationen iiber jeweils oben und unten stehende gleiche Indizes konnen geméfl der
EINSTEINschen Summenkonvention abgekiirzt werden. Das folgende Beispiel, in
dem a;; und ¥ (i,7 = 1,2,3) beliebige indizierte Grofien sind, soll dies demonstrie-
ren:

S; = a“bl + ai2b2 + CLigbg = aijbj.

Der Summationsindex j heifit stummer Index, da er auch durch ein anderes Symbol
(z.B. k,l.m,..) ersetzt werden kann. Wenn nichts anderes vermerkt ist, so durchliuft
der Summationsindex hier die natiirliche Zahlenfolge {1,2} oder {1, 2, 3}.

Die Regel, nach der Indizes oben oder unten vergeben werden, ist mit der Unter-
scheidung zwischen kovarianten und kontravarianten Vektoren sowie der damit zusam-
menhéngenden Beziehung eines Vektorraumes zu seinem dualen Raum verbunden. Auf
diese tieferliegende Problematik wird hier nicht eingegangen. Die Indexstellung ist des-
halb als Formalismus zur Realisierung der Summationsregel zu verstehen. Wie man
einen Index hoch- bzw. herunterziehen kann, wird im folgenden Abschnitt beschrie-
ben.

IT1I. Metrik und inneres Produkt

Mit den Operationen “+” und “” ist im V3 lediglich eine Arithmetik definiert. Metri-
sche Groflen, z.B. Langen, Winkel, Inhalte,... sind damit aber noch nicht berechenbar.
Um Geometrie betreiben zu kénnen ist im R? ein Abstand und vertriiglich dazu im V3
ein Maf} einzufiihren.

Ausgangspunkt dazu ist eine Abbildung (-,-) : V3 x V3 — R, die jedem Vektorpaar
u, v aus V? eine reelle Zahl (u, v) zuordnet und zusitzlich folgende Bedingungen erfiillt
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(u,v,w € V? und o, 3 € R beliebig ):
(u,v) = (v,u) ( Symmetrie )
(au+ pw,v) =a(u,v)+ S (w,v) ( Linearitdt )

Eine derartige Abbildung, die auf Grund der Symmetrie in beiden Argumenten linear
ist, heifit bilineare Abbildung. Ist die bilineare Abbildung positiv definit, d.h.
gilt

(v,v) >0 fiir allev € V® mit v #0,
so bildet (-, -) auf V? ein inneres Produkt (bzw. skalares Produkt).

Mit der Festlegung der inneren Produkte der Vektoren der Standardbasis

o 0 fir QA
(ei’eﬂ')_‘;“_{1 fir =]

ist das innere Produkt fiir beliebige Vektoren u = u'e; und v = v’e; schon defi-
niert: ‘ A .

(u,v) = (v'e;, ve;) = u'v (e, €5) = u'v' + u*v® + w0’
Sind u = a’g;, v = g, in einer beliebigen anderen Basis {g1, g2, g3} dargestellt, so
erhdlt man mit . . o

(u,v) = (a'g;, V'g;) = a'lt’ (g, &)

natiirlich den gleichen numerischen Wert. Mit g; = gg e; sind die inneren Produkte
(gi, ;) auf jene der Standardbasis zuriickfiithrbar.

Mit den inneren Produkten wird im R3 der EUKLIDische Abstand

Y1 —x1
d (X7y) = (V,V) mit v = X—}>’ = Y2 — X2
Y2 — X2

der Punkte x = (x1, 9, z3) und y = (y1, y2, y3) definiert. Mit diesem Abstand ist auch
die Lénge des die beiden Punkte verbindenden Vektors v, die man Norm ||-|| nennt,
gegeben:

|v|| = /(v,v) fiir alle v € V.

Uber die Eigenschaften des inneren Produktes sind fiir die Vektornorm folgende Merk-
male ableitbar:

vl >0 firalev#0 und ||[v| =0<v=0 ( Positivitdt der Norm )
|lav] = |a| ||v]| fir alle « € R ( Homogenitét der Norm )

v+l <||v]+ |[ull ( Dreiecksungleichung )

Ein Vektor u mit ||u|| = 1 heiit Einheitsvektor. Die Vektoren der Standardbasis
sind wegen |e;|| = /(e;,e;) = 1 (i =1,2,3) Einheitsvektoren. Jeder Vektor v # 0
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1
kann durch Multiplikation mit W in einen Einheitsvektor u :ﬁ iiberfithrt wer-
v v

den.

Das innere Produkt der Vektoren u und v ist iiber deren Normen auch aus der For-
mel

(0, v) = [[ul[|[v]| cos (¢)

0 =4(u,v)
u

berechenbar, wobei # den Winkel bezeichnet, den die Richtungsgeraden von u und v
einschlieflen.

Die Vektoren u und v heiflen orthogonal zueinander, wenn ihr inneres Produkt
(u,v) = 0ist und driickt dies symbolisch durch u L v aus. Fiir u # 0 und v # 0 schlie-
Ben die beiden Vektoren dann einen rechten Winkel (0 = %) ein.

Die Basis {g1, g2, g3} heifit orthogonal, wenn (g;,g;) = 0 fiir i # j und orthonormal,
wenn auflerdem (g;,g;) = 1 (i =1,2,3). Die Standardbasis bildet z.B. eine ortho-
normale Basis im V3. In einer orthonormalen Basis hat jeder Vektor v € V? die
Darstellung

v=a'g, mit o =(v,g) i=1,2,3.

IV. EUKLIDische Riume R? und R?

Der R? zusammen mit dem Vektorraum V3 und dem in diesem definierten inneren
Produkt (-, -) heiit dreidimensionaler EUKLIDischer Raum. Dieser Raum wird hier
weiterhin mit R3 bezeichnet, dabei aber wohlwissend, was damit verbunden ist. Den

Vektorraum V? bezeichnet man als Translationsraum ( bzw. Tangentialraum ) des
EUKLIDischen Raumes.

Dem EUKLIDischen Raum kann eine Orientierung zugeordnet werden, die sich auf
die Reihenfolge der Basisvektoren einer konkret verwendeten Basis im Translations-
raum V3 bezieht. Die Standardbasis wird gewdhnlich in der (geordneten) Folge {e;, e, €3}
der Basisvektoren als positiv orientiert angesehen. Man bezeichnet bei dieser Fest-
legung das zugeordnete kartesische Koordinatensystem ebenfalls als positiv orientiert
bzw. als Rechtssystem. Eine andere Basis {g, g2, g3} mit g; = gf e; oder auch ei-
ne beliebige geordnete Folge dreier linear unabhéngiger Vektoren gy, gs, g3 heifit dann
positiv (bzw. negativ) orientiert, wenn

3
ig=1"

det (Ag) >0 (bzw. det(Ag) <0) mit Ay = (g/)

Die Transformation einer Basis {g1, g2, g3} in eine andere Basis {g,, 8, 83} gemiB g; =
alg; heiflt orientierungserhaltend (bzw. orientierungsumkehrend) wenn

det (A) >0 (bzw. det(A)<0) mit Ay=(a!)

i)i,j:l ’
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Anschaulich kann ein positiv orientiertes Basissystem {g;, g, g3} liber die Rechte-
Hand-Regel interpretiert werden: Weist g; in Richtung des Daumens und g, in Rich-
tung des Zeigefingers der rechten Hand, so muss g3 die Richtung des aus dem Handteller
nach oben zeigenden Mittelfingers haben.

Da bei Vertauschung zweier Zeilen (oder Spalten) sich das Vorzeichen einer Determi-
nante dndert, kehrt sich die Orientierung der Folge {gi, g2, g3} um, wenn man zwei
dieser Vektoren vertauscht.

Man sagt auch, dass die Vektoren {vy, vy, v3} ein Rechtssystem bilden, wenn diese
in der angegebenen Reihenfolge positiv orientiert sind. Von einem Linkssystem spricht
man, wenn die Folge der Vektoren ein negativ orientiertes System bilden.

Eine Teilmenge Ry C R3, deren Translationsraum V| ein Unterraum von V3 ist, bildet
zusammen mit dem in V? definierten inneren Produkt (-, -) selbst einen EUKLIDischen
Raum. Die ebene Punktmenge

R*=RxR={x€R’|x=(21,22,0) = (21,22) }
mit dem Transltionsraum

V2 = {v ceV3|v= (vl,UQ,O)T = (vl,UQ)T}

legen den zweidimensionalen EUKLIDischen Raum R? fest, auf den zur Darstellung
“ebener” geometrischer Zusammenhiinge zuriickgegriffen wird. Alle im R? eingefiihrten
Begriffe und daraus abgeleiteten Folgerungen sind im iibertragenen Sinne auch fiir den
R? giiltig. Dazu ist im Zusammenhang mit Vektoren lediglich die dritte Koordinate zu
streichen.

V. Vektorprodukt und Spatprodukt

Die arithmetische und metrische Struktur des R? (und nur des R?) wird mit der
Einfiihrung des Vektorproduktes und Spatproduktes zusétzlich bereichert.

Das Vektorprodukt (oder auch Kreuzprodukt genannt) X ist eine Abbildung
V3 x V3 — V3, die jedem geordneten Vektorpaar u, v einen Vektor w = u X v zuord-
net, der folgende Bedingungen erfiillt:
- Sind u und v linear abhéngig, d.h. existiert ein @ € R mit u = av oder sind u = 0
bzw. v =0, soist u x v =0.
- Sind u und v linear unabhéngig, so ist

[lux v = Jlul |[v]sin (0) (0 = £ (u,v))

W = u X v ist orthogonal zu u und v: (u,w) =0, (v,w)=0

Die Vektoren {u,v,w} bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

W =uxVv
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Mit diesen Bedingungen ist das Vektorprodukt w = u x v eindeutig bestimmt. Daraus
ergeben sich unmittelbar einige Folgerungen:

uxv=—(vxu) ( Antisymmetrie )
(ou) x v=ux (av) =a(uxv) ( Homogenitét )
(W +uw) Xv=u Xv+uy Xv ( Linearitét )

Sind die Vektoren u = u'g; und v = v’g; in der Basis {g1, g2, g3} dargestellt, so ist mit
diesen Folgerungen das Vektorprodukt u x v berechenbar:

uxv

= (') x (vVgy) = u'v’ (gi x &)
= (u'v® — ') (g1 x &) + (u'v® —uv') (g1 x g3) + (uv® — u’v?) (g2 X g3) .

Es sind also nur die 3 Vektorprodukte der Basisvektoren noch zu bestimmen. Die
Produkte der Vektoren der Standardbasis ergeben sich sofort iiber die Rechte-Hand-
Regel:
e3
e2
€1 X ey =e3, € Xe3=—€, € X e3=e

S

Sind u = u'e; und v = v’/e; in der Standardbasis gegeben, so erhilt man folglich fiir
deren Vektorprodukt

uxv = (u21)3—u3v )el—l—(uv —ulw )62+(U v —u2v1)e3
€e; €y e3 U,27)3 — UBUQ
= |u' W W= B —ul® | =w.
vl w2 3 uwrv? — w2l

Die in der Formel enthaltene Determinante entwickelt man nach der ersten Zeile und
fasst die 3 entstehenden Adjunkten zu dem Vektor w zusammen, der nun auch in der
Standardbasis dargestellt ist.

Eigenschaften des Vektorproduktes ( a,b,c,d € V3 beliebig ):
GRASSMANN - Identitit:

X (b xc)=b(a,c)—c(a,b) (2.1)

Als Merkhilfe kann man sich den Spruch “abc = bac minus cab” einprégen.
LAGRANGESsche Identitét:

(axb.cxd) =(ac) (bd) —(ad)b,ec) = ‘ (a,c) (a,d) ‘ (2.2)

JACOBI-Identitit:

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0. (2.3)
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Das Spatprodukt (auch gemischtes Produkt genannt) [-,- -] ist eine Abbildung
V3 x (V3 x V3) — R, die einem geordneten Tupel von Vektoren w,u,v eine reelle
Zahl zuweist, die durch

[w,u,v] = (w,u xv)

definiert ist. Mit den Darstellungen w = w'ey, u = u'e;, v = vie; ist

wh w? ow?
[w,u,v] =det ({w,u,v}) = | u!' u? o3
v v

U2

Damit folgt sofort

>0, wenn {w,u,v} ein Rechtssystem
[w,u,v|< =0, wenn {w,u,v} linear abhéngig
<0, wenn {w,u,v} ein Linkssystem

Der Betrag des Spatproduktes |[w, u, v]| ist gleich dem Inhalt des Spates, der von den
Vektoren w, u, v aufgespannt wird.

W Spat

u

Bei zyklischer Vertauschung der Reihenfolge der Vektoren w,u,v &ndert sich nicht
der Wert des Spatproduktes. Das Spatprodukt wechselt jedoch sein Vorzeichen bei
Vertauschung zweier Vektoren.

w,u,v] =[u,v,w|]=[v,w,ul = —[u,w,v] = — [v,u,w] = — [w, v, u].
Niitzlich ist auch die Identitit ( a,b,c,d € V3)
(axb)x(cxd)=[ac,db—[b,cda. (2.4)
VI. Geraden und Ebenen
Geraden und Ebenen sind die einfachsten der geometrischen Objekte, um die es in

dieser Schrift geht. Beide lassen sich in bequemer Weise durch die Architektur des
EUKLIDischen Raumes beschreiben.

Eine Gerade g ist als Menge von Vektoren in der Form

g={x=x0+tveV’|teR}
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darstellbar, wobei xy der vom Ursprung 0 ausgehende Stiitzvektor und v # 0 der
Richtungsvektor der Geraden sind. Eine Gerade ist folglich ein um den Ortsvektor
x verschobener, vom Richtungsvektor v aufgespannter eindimensionaler Unterraum

{tv |t € R} C V3. Der normierte Richtungsvektor t :ﬁ heiflt auch Tangentenvektor
v

der Geraden. Die g bildenden Vektoren x = x( +tv sind Ortsvektoren und kénnen mit
den entsprechenden Punkten x € R? identifiziert werden. In diesem Sinne bildet g eine
eindimensionale Mannigfaltigkeit des R3.

Eine Ebene ist als Menge von Vektoren in der Form

E={X=X,+uT; +vTy € V*|u,v € R}

darstellbar, wobei Xy der vom Ursprung 0 ausgehende Stiitzvektor und Ty, Ty zwei
linear unabhéngige Richtungsvektoren der Ebene sind. Eine Ebene ist folglich eine
um den Ortsvektor X, verschobener, von den Vektoren T; und T, aufgespannter
zweidimensionaler Unterraum {uT; + vTy | u,v € R} C V3. Indem die Ortsvektoren
X = Xy + uT; + vTy mit den entsprechenden Punkten X € R? identifiziert werden,
kann eine Ebene auch als zweidimensionale Mannigfaltigkeit des R? interpretiert wer-
den.

Das normierte Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren T; und T, liefert den

Normalenvektor
T1 X TQ

Ty x Ty
zur Ebene E. In der Reihenfolge {T;, T2, N} bilden diese Vektoren ein Rechtssystem.
Der Normalenvektor N ist zu allen Vektoren X — X, die in der Ebene E liegen, or-

thogonal. Folglich kann eine Ebene bei gegebenem Normalenvektor N und Stiitzvektor
Xy durch die sogenannte Normalgleichung der Ebene

(X —Xo,N) =0

N —

definiert werden. Der Vektor X — X liegt in dem von T; und T, aufgespannten Un-
terraum von V3, demzufolge sind die Vektoren X — X, Ty, T5 linear abhiingig und ihr
Spatprodukt verschwindet:

[X - XQ, Tl, Tg] == 0

Dies ist die dritte Form, in der eine Ebene darstellbar ist.

Fassen wir diese drei Darstellungsmoglichkeiten fiir eine Ebene nochmals zusammen:

X =Xy +uT; +vT, (u,v € R)
(X —Xo,N)=0 (2.5)

X — X, Ty, Ty =0.
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Erwéhnt sei noch die Beschreibung einer Geraden als Schnittmenge zweier nicht paral-
leler Ebenen E; und E,. Die Vektoren x dieser Schnittgeraden bilden die Losungmenge
des linearen Gleichungssystems

(X — XOI,NI) = 0

(x — Xg2,Ny) = 0 ( N7 und Ny linear unabhéngig ).
T AN02,4N2) —

Dabei bezeichnen X,; den Stiitzvektor und IN; den Normalenvektor der Ebene E;
(1=1,2).

2.2. Reziproke Basen

Darstellungen von Vektoren und die Durchfiihrung von Vektoroperationen sind in
einer orthonormalen Basis des zugrunde liegenden Vektorraumes besonders einfach.
Steht eine solche Basis nicht zur Verfiigung, so kommt man mit der Einfithrung einer
zweiten zur gegebenen Basis reziproken Basis zu dhnlich einfachen Beziehungen. Eine
derartige Situation tritt in den Tangentialrdumen Tx auf, die jedem Punkt X einer
Flache im Raum zugeordnet werden koénnen. Nur in diesem Zusammenhang werden
wir dieser Problematik begegenen, weshalb im Folgenden reziproke Basen mit Bezug
auf (zweidimensionale) Vektorriume Tx eingefiihrt werden, die Unterrdume von V3
sind.

Jeder Basis Ty, Ty des Vektorraumes Tx kann eine reziproke Basis T, T?, deren
Vektoren stets mit oben stehenden Indizes versehen sind, zur Seite gestellt werden. Die-
se reziproke Basis ist eindeutig durch die Bedingungen (siehe Abb. 2.7)

(T",Ty) = (T?,Ty)=1 und (T?,T;)=(T" Ty =0 (2.6)
TZ

festgelegt. Setzt man diese Vektoren als Linearkombinationen der Basis T, Ty gemif
T = G'T, + G?T, = G*Ty, (2.7)

an, so sind die Koeffizienten aus den Bedingungen (2.6) berechenbar. Es ergibt sich:
10\ /[ (Th,Ty) (T4, Ty \ ([ G" G* (Ty,Ty) (Ty,Ty)
0 1) \ (T2T)) (T2,Ty) ) \ G* G* (T2, Ty) (Ty, Ty)

und damit L
GU 6PN _((TLTy) (T To) 7'
G G2 )T\ (To,Ty) (Ty,Ty) ) — 7%
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Die Matrix

o (a 6) () i)

und die zu dieser inverse Matrix Gy’ sind symmetrisch und positiv definit (siehe auch
Abschnitt 4.3). Mit
GikG’“j:ch:{ 0 i7]
1 1=
folgt sofort die Darstellung der Vektoren T, T als Linearkombinationen der reziproken
Basis:

1
T, = GaT' + GuT? = G T"  oder ( % ) _ Gx ( T > (2.8)

Wegen det (Gx') = (det (Gx)) ™" sind beide Determinanten entweder gleichzeitig posi-
tiv oder negativ, folglich haben beide Basissysteme auch die gleiche Orientierung.

Ein Vektor U € Tx kann in beiden Basen wie folgt ausgedriickt werden:

U = U'T, +UTy =U'T; = UGy, T" = U,T"

Ein Vergleich zwischen den Koordinaten U, und U* beider Darstellungen ergibt die
Zusammenhénge

U =U,G*  und Uy = UGy (2.9)
Die Koordinaten eines Vektors kénnen also bei Transformation zwischen den beiden
Basissystemen iiber die Matrixkoeffizienten Gy, G'* ineinander iiberfiihrt werden. Bei
der Berechnung der Koordinaten U* (bzw. Uy) aus den Koordinaten U; (bzw. UY)
spricht man vom Heben (bzw. Senken) der Indizes.

Die Zweckméfigkeit der Einfithrung einer reziproken Basis zur Basis T, Ty wird bei
der Berechnung des inneren Produktes von Vektoren deutlich. Sind U und V Vektoren
aus Tx mit den Darstellungen

U=UT,=U;TY ud V=V'T,=V,T,

so kann das innere Produkt (U, V) in den folgenden vier Formen ausgedriickt wer-
den:

(U, V) = UVI(T,T;)=UVIGy
(U, V) = UV; (T, T) = U,V;GY
(U,V) = (Tl,TJ) U'v;sl = U,
(U, V) = UVJ( T;) = U;V/6: = U;V*.

Die Indizes von mehrfach indizierten Groéflen konnen ebenfalls mit den Koeffizienten
G, G7% gehoben und gesenkt werden. Die folgenden Beispiele sollen die Vorgehensweise
erldutern:

Ay = Apdl = AypG*"Gy = A'G,ny analog AV = Al GV
A = AL =ALGPG, = Aimej analog A/ = A, G™
Bk z]l(sk = zglepG PUIG

il
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Im Falle einer orthonormalen Basis ist T; = T¢ (i = 1,2) und es muss nicht zwischen
beiden Basen unterschieden werden.

Bemerkung: Bezogen auf Zusammenhénge in beliebigen Vektorrdumen ist dieser Zu-
gang iiber reziproke Basen im Allgemeinen nicht iiblich. Eine mathematisch tiefergehen-
de Arithmetik basiert auf der Konstruktion dualer Basissysteme im dualen Vektorraum,
der jedem gegebenen Vektorraum zugeordnet ist. Dies fiihrt letztlich zur Einfithrung
kovarianter und kontravarianter Vektoren, deren Koordinaten formal untereinander
genau so transformiert werden wie bei dem hier angegebenen Wechsel zwischen einer
gegeben Basis und ihrer reziproken Basis. Genaue Ausfithrungen findet man in der
Literatur zur Tensoralgebra, z.B. in [Bett]. Der Zugang iiber reziproke Basen erfiillt
aber voll und ganz den hier verfolgten Zweck.

2.3. Topologie EUKLIDischer Riume

Im weiteren Text wird héufig von Mengen iiber Punkten, Vektoren, Funktionen, Ab-
bildungen, ... die Rede sein. Unter einer Mengen ist im Sinne von CANTOR eine
Zusammenfassungen von vorher genau bestimmten mathematischen Objekten (Punk-
ten, Vektoren, ...) zu einem Ganzen zu verstehen. Wenn diese Objekte, die gew6hnlich
Elemente der Menge genannt werden, eine herausgehobene Gemeinsamkeit aufweisen
bzw. in bestimmten Relationen zueinander stehen, so spricht man gelegentlich von
einer Familie oder Klasse von Elementen. Haufig wird z.B. die Teilmenge der ortho-
gonalen Matrizen in der Menge aller quadratischen Matrizen als Familie oder Klasse
bezeichnet.

Geometrische Objekte in den EUKLIDischen Réumen R? und R?, insbesondere die hier
im Mittelpunkt stehenden Kurven und Flédchen, werden durch kontinuierliche Punkt-
mengen beschrieben. Das Studium derartiger Punktmengen erfolgt auf der Grundlage
einer in den EUKLIDischen Raum R" (n = 1,2, 3) eingefithrten Topologie. Mit Be-
zug auf eine gegebene Menge N spricht man allgemein von einer Topologie T auf 9,
wenn eine Familie sogenannter offener Teilmengen aus 91 mit bestimmten Eigenschaf-
ten definiert ist. Eine derartige Topologie soll im Folgenden fiir EUKLIDische Rdume
R™ entwickelt werden.

Unter einer offenen e—Kugel K” (x() (¢ > 0) zum Punkt x, € R™ versteht man die
folgende Punktmenge des R™:

K (x0) ={x e R" | [|[x —x¢| <¢}.

Im Falle n = 3 sind dies gewthnliche Kugeln und fiir n = 2 Kreise, jeweils mit dem
Radius € und dem Mittelpunkt xo. In der Menge der reellen Zahlen R! sind e—Kugeln
die offenen Intervalle K! (xq) = (xg — &, X0 + €). Zu beachten ist, dass die Randpunkte
X mit || x — Xo|| = € nicht zu diesen Kugeln gehoren, was die Bezeichnung offene Kugeln
rechtfertigt. Die Menge aller dieser offenen e—Kugeln K” (x¢) (¢ > 0, xo € R" beliebig)
wird Basis der Standard-Topologie des R" genannt. Eine Menge & C R" heifit
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offene Menge, wenn diese als Vereinigung beliebig vieler oder als Durchschnitt endlich
vieler offener e—Kugeln darstellbar ist:

6= |J K& (x) oder &= (] K- (xp)

a€cl, pedJ i=1,..k; j=1,....m

( 1,J - beliebige Indexmengen ). Die Gesamtheit aller so definierten offenen Mengen
® heiflt Standard-Topologie T" des R". Insbesondere der R™ selbst und die leere
Menge @ sind in diesem Sinne offene Mengen und damit Bestandteile dieser Topologie.
Es ist auch sofort erkennbar, dass die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt
endlich vieler offener Mengen wieder offene Mengen sind und damit zu €" gehoren.
Offene Mengen beschreiben umgangssprachlich ausgedriickt Kérper im R”, die keine
Oberflachenpunkte (“keine Haut”) und damit keinen Rand besitzen. Ein offener Quader
im R? (offenes Rechteck im R?) ist z.B. durch

{X: (21, oy zn) €R | a; < 2 < by izl,...,n} n=3 (n=2)

beschreibbar. Jede offene Menge 4, die einen bestimmten Punkt x € R™ enthalt, wird
Umgebung des Punktes x genannt.

Eine Menge 8 C R™ heifit abgeschlossen, wenn die zugehorige komplementéire Menge
B = R"™ — B eine offene Menge der Topologie " des R™ ist. Alle abgeschlossenen
Intervalle, Rechtecke oder Quader sind Beispiele fiir abgeschlossene Punktmengen der
entsprechenden Riéume R, R? oder R?. Sind B, = R® — &, abgeschlossene Mengen
mit den komplementéren offenen Mengen &, (a € I), so folgt iiber die MORGANschen
Regeln der Mengenlehre

UBe=R"-(16. . [|Ba=R"-|]6..
acl acl acl acl

Daraus folgt, dass die Vereinigung endlich vieler und der Durchschnitt beliebig vieler
abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossene Mengen sind.

Nicht jede Teilmenge des R™ ist als offene oder abgeschlossene Menge klassifizierbar.
Halbseitig offene Intervalle sind z.B. im R! weder offen noch abgeschlossen. Zu ei-
ner beliebigen Teilmenge P C R™ kann aber stets eine “maximale” offene und “mi-
nimale” abgeschlossene Menge angegeben werden, die auf folgenden Begriffen basie-
ren:

Inneres von ‘B:

P = {x € P | Es existiert ein ¢ > 0 mit K" (x) C P}

Abgeschlossene Hiille von ‘B:

P = {x € R" | Fiir beliebiges ¢ > 0 ist K" (x) NP # @} .

Offensichtlich ist ‘B CP C ?und insbesondere gilt fiir offene Mengen & = ® und
abgeschlossene Mengen 8 = B. Das Innere 9 von P ist stets eine offene Menge und
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jede in P enthaltene offene Menge ist auch Teilmenge von ‘B Die abgeschlossene Hiille
P von P ist stets eine abgeschlossene Menge und jede B enthaltende abgeschlossene
Menge enthilt 9 als Teilmenge. Die mengentheoretische Differenz O = P — ‘,]3 bildet
den Rand der Menge B3.

Eine offene Menge & € T" heifit zusammenhingend (oder wegzusammenhingend),
wenn zwei beliebige Punkte in & durch einen ganz in & verlaufenden Polygonzug
verbunden werden koénnen. Eine offene und zusammenhéngende Menge des R™ nennt
man Gebiet.

Eine Menge ¥ C R" heifit beschrinkt, wenn ein x, € R” und eine reelle Zahl R
(0 < R < o0) existieren, so dass B vollstindig in der Kugel K% (x¢) enthalten ist:
P C K% (x0). Eine abgeschlossene und beschrénkte Menge des R" wird kompakt
genannt. Ein abgeschlossenes und beschriinktes Intervall [a,b] C R' und die Men-
gen

{x:(xl,...,:rn)T|aZ— <z <Ub; —oo<ai,bi<oo} Cc R”

sind Beispiele fiir kompakte Mengen.

2.4. Abbildungen und Funktionen

Die im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Topologie des R™ bildet die Grundlage
zur Entwicklung einer Analysis in EUKLIDischen Rdumen. Einen zentralen Platz in
dieser Analysis nehmen der Begriff des Grenzwertes einer Punktfolge und der darauf
aufbauende Begriff der Stetigkeit von Abbildungen zwischen Mengen EUKLIDischer
Réaume ein.

Eine Folge von Punkten x;, x5, ..., X, ... des R™ heiffit konvergent gegen einen Punkt
x € R" (x,, — x fiir m — o0), wenn fiir jede Umgebung { € T" des Punktes x
ein my € N existiert, so dass fiir alle m > mq gilt: x,, € . Der Punkt x heifit
dann Grenzwert (oder Hiufungspunkt) der konvergenten Punktfolge {x,,}. Existiert
ein Grenzwert x fiir {x,,} C R", so ist dieser eindeutig bestimmt und man schreibt

lim x,, = x.
m—00

Eine Abbildung der Menge 9t C R™ auf die Menge 91 C R™ wird durch f : 9t — N
bezeichnet und man nennt 91 den Definitionsbereich und 91 den Wertebereich dieser
Abbildung. Wird durch f jedem Element aus 91 eindeutig ein Element aus 91 zu-

gewiesen, so spricht man von einer eindeutigen Abbildung oder einer Funktion
f:M—>Nbzw. y =f(x) mit x € Mund y € N.

Eine Abbildung f : 9t — 91 ist stetig im Punkt x € 9, wenn fiir jede (offene) Umge-
bung U C I des Punktes f (x) € 91 eine den Punkt x enthaltende (offene) Umgebung
i C M existiert und f (U) C Y gilt. Die Abbildung f wird auf 9 stetig genannt, wenn
sie in jedem Punkt x € 9N stetig ist.

Diese etwas abstrakte Definition wird durchsichtiger am Beispiel einer reellwertigen
Funktion einer reellen Variablen f : I — J (I,J C R). Man nennt y = f (z) stetig
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im Punkt zy € I, wenn fiir beliebiges ¢ > 0 ein 0 = §(¢) > 0 existiert und fiir alle
y = f () mit

yvedo={ylly—f(x)<e}cCJ gt x€ly={x||r—x <} CI.

Damit ist aber f(Iy) € Jy und Iy, Jy sind offene Umgebungen (Intervalle) aus der
Topologie des R!.

Eine Abbildung f : 9t — 91 heif3t:

a) Surjektiv, wenn fiir jedes y € 9 wenigstens ein x € 9% mit f (x) = y existiert.
Damit ist erlaubt, dass verschiedenen Urbildern x;,x, € 9 das gleiche Bildelement
y = f(x1) = f (x2) zugeordnet wird.

b) Injektiv, wenn fiir beliebige x1,x2 € 9 mit f (x;) = f (x2) stets x; = x, folgt. Da-
bei muss nicht fiir jedes y € 9Nein x € M mity = f (x) existieren.

c) Bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist. In diesem Fall spricht man auch von
einer eineindeutigen Abbildung (Funktion) von 9t auf 9. Jedem x € 9t wird genau ein
y € M zugeordnet und umgekehrt gehort zu jedem y € M genau ein x = £ (y) € M.
Die Abbildung f~1 : 9 — 9 heifit inverse Abbildung (oder inverse Funktion) zu
f.

Beispiele:

a) M=N=Rundf: R - RgemidB z € R - y = f(z) = x(2?2-1) €
R

y
— 2
Die Abbildung f ist surjektiv, y=x(x*-1)
denn fiir beliebiges y € R -1 0 1
. . . X
existiert wenigstens ein x € R
mit f (z) = y.

by M=R, N=Viundf: R = V3gemiBt € R - y=f(t) = xo +tveEV’

(XO, v € V3 fest gewéihlt)

Die Abbildung f ist injektiv, Vv y=X,ttv
denn fiir beliebige t,t, € R

mit f (¢;) = f (¢2) folgt

unmittelbar ¢t; = t,

)M=N=Vundf: V> = V3gemiBx € V® —» y = Ax € V? mit der
3x3—Matrix A, wobei det (A) # 0. Wegen det (A) # 0 ist A regulér und es
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existiert die inverse Matrix A~!. Folglich sind y = Ax und x = A ™'y fiir alle
X,y € V? eindeutig bestimmt und damit f eine bijektive Abbildung.

Eine Abbildung f : 9 C V3 — R, die jedem Vektor aus 9 eine reelle Zahl zuweist,
heifit skalare Funktion oder Funktional. Ist dieser funktionelle Zusammenhang linear,
d.h., gilt

f(aou+ pv) =af (u)+ pf(v) fiir alleu,v € MM und o,f € R,

so heifit f lineares Funktional auf 1.
Das innere Produkt (-,vo) mit festgehaltenem vy € V3 ist ein auf MM = V? de-
finiertes lineares Funktional f (u) = (u,vy). Es kann gezeigt werden, dass jedes li-

neare Funktional im V? in dieser Form als inneres Produkt darstellbar ist (Satz von
RIESZ).

Ist der Wertebereich 91 einer Abbildung f : 9t — 91 eine Teilmenge des Vektorrau-
mes V" mit dim (V™) = n > 1, so spricht man von einer vektorwertigen Abbil-
dung. Der Definitionsbereich 9 sei im Folgenden eine offene Teilmenge von V™ mit
dim (V™) = m 2 1. In V™ und V" seien die Vektoren jeweils in der Standardbasis
{e;} dargestellt und deshalb durch geordnete Tupel ihrer Koordinaten x = (x!, ..., 2™)
bzw.y = (3!, ...,4") eindeutig beschreibbar.

Eine surjektive Abbildung f : M C V™ — N C V" (1 < m,n < 3) gemiB
X = (wl, ,xm) —f(x) = (f1 (X)), .0, [T (x)) =y(x)= (yl, ,y”)

heifit differenzierbar auf 91, wenn die partiellen Ableitungen

of'(x) 9y (x) _ i} . .
i g y' (%) fir 1<i<n und 1<j<m

und jedes x € 9N existieren. Diese Ableitungen fasst man in der JACOBI-Matrix

zZusamimen:
dy" (x) dy" (x)
ozt Oam . 0 om
Je (x) = = (yﬂj (X))i:1 im1 (2.10)
oy (x) oy (x)
ox! T Oxm
Eine skalare Funktion f : 91 — [ C R hat die JACOBI-Matrix

of of
Jf (X) = (%7"'7 a’%_m> )

deren Koeflizienten die Koordinaten des Gradienten von f sind:

of of
€1+ ...+ —e€,.

grad(f) = 55 RET

Eine Vektorfunktion y : I C R — 91 C V" gemaf

teR—=y ()= (y" (t),...y" (1)
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besitzt die JACOBI-Matrix

oy* (1)
ot dy (t) _ .
I, (t) = = — ).
(t) 0 =3
ot

Sindy; : I — D und ys : I — I Vektorfunktionen, so erhélt man mit der Produktregel
der Differenziation sofort folgende Formeln fiir die Ableitungen des inneren Produktes
und des Vektorproduktes dieser Funktionen:

SEO30) = G103 0)+ (0.5 0)

d

at (yi(t) xy2(t)) = y1(t) xy2(t) +y1(t) X y2 ().

Ist |ly ()| = \/(y1 () + ... + (y* (t))* = ¢ = const. fiir alle t € I, so sind die Vektoren
y (t) und y (¢) fiir alle ¢ € I orthogonal zueinander (y (t) L y (¢) ), d.h.

(y(t),y(t)) =0 firalletel.

Denn, durch Ableitung des inneren Produktes ¢ = ||y (t)|* = (y (t),y (t)) folgt:

d

0= —
dt

(y 1),y (@) =2(y(),y () unddamit (y(),y () = 0.

Eine stetige bijektive Abbildung f : 9t — 9 (n =m), deren inverse Abbildung
f=1 9 — M ebenfalls stetig ist, wird Homomorphismus von 91 auf 0N ge-
nannt. Sind auflerdem f und f~! k—mal stetig differenzierbar, d.h., existieren fiir
alle x = (z!,....2") € Mund y = (y',...,y") € N die stetigen partiellen Ableitun-
gen bis zur Ordnung k& 2 1 und ist rang (J¢ (x)) = n fiir alle x € 9M, so bezeich-
net man f als einen C*—Diffeomorphismus von 9 auf 91. Ohne Bezug zu einem
konkreten k = 1 spricht man auch einfach von einem Diffeomorphismus f : 91 —

N.

Ist M C V™ eine offene Menge und f : MM — V™ (m < n) ecine differenzierbare
Abbildung mit rang (J¢ (x)) = m fir alle x € 9, so nennt man f eine Immersion.
Zu beachten ist, dass eine Immersion nicht notwendig injektiv sein muss. Das folgende
Beispiel belegt dies:

Beispiel:

Es sei f : R — V2 gemiB t € R — f(t) = (cos(t), sin(¢))” € V2, dann ist
Je(t) = (—sin(t), cos(t))" # 0 fiir alle ¢ € R und folglich f eine Immersion. Wegen
f(t1) = f (t2) fiir t; # to mit t9 = t;+27 ist f aber nicht injektiv.

Héaufig Verwendung findet die etwas ungenaue Ausdrucksform “hinreichend glatte Funk-
tion f (x)”. Damit will man sich nicht auf eine konkrete Differenziationsordnung von f
festlegen, sondern verlangt, dass die angesprochene Funktion wenigstens so oft stetig
differenzierbar ist, wie es die weitere Verwendung erfordert.
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Eine Abbildung A : V3 — V3 heifit lineare Abbildung oder lineare Transformation,
wenn fiir alle u,v € V3 und «, 3 € R gilt:

A(au+ pv) = aA(u) + A (v).

Ist im V? eine Basis ausgewiesen, so kann A in dieser Basis durch eine Matrix darge-
stellt werden. In der Standardbasis {e;, es, €3} ist der Zusammenhang w = A (u) mit
u = u'e; und w = w’e; durch

w u
w = Al (j=1,2,3) oder | w? | =A[ u® | mit A={a7}
w? u? v

beschreibbar. Die Abbildung A ist genau dann bijektiv, wenn det (A) # 0. In diesem
Fall bildet A einen Isomorphismus von V? auf V3.

Die lineare Abbildung @ : V3 — V3 heifit orthogonal, wenn das innere Produkt (-, -)
in V3 invariant beziiglich @ ist, d.h. wenn gilt

(u,v) = (Q (u),Q(v)) fiir alle u,v € V°.

Unter einer orthogonalen Abbildung bleiben die Langen von Vektoren und die zwi-
schen ihnen bestehenden Winkel unverdndert. Die einer orthogonalen Abbildung in
der Standardbasis zugeordnete Matrix Q ist orthogonal und det (Q) = 41. Ortho-
gonale Abbildungen sind demzufolge bijektiv und es existiert die inverse orthogonale
Abbildung Q!, deren zugeordnete Matrix Q=% = QT ist. Aus Sicht der Geometrie
beschreibt eine orthogonale Abbildung eine Drehung des Raumes um eine feststehende
Achse durch den Ursprung ( im Falle det (Q) = 1) oder eine Spiegelung an einer Ebene
(im Falle det (Q) = —1 ).

Abbildungen der Form u € V3 — w = A (u) + b € V? mit der linearen Abbildung A
und einem festen Vektor b € V3 heifien affine Abbildungen. Durch affine Abbildun-
gen werden Geraden in Geraden und Ebenen in Ebenen abgebildet. Ist w = @ (u) +b
mit der orthogonalen Abbildung @ und det (Q) = 1, so spricht man von EUKLID-
ischen Bewegungen. EUKLIDische Bewegungen realisieren eine Uberlagerung von
Drehung und Translation des Raumes. Der Vektor u wird zunéchst in den Vektor @ (u)
gedreht und dieser anschliefend um den Vektor b verschoben.

Direkt aus den Bedingungen zur Bildung des Vektorproduktes w = u x v der Vektoren
u und v folgt, dass sich unter einer EUKLIDischen Bewegung der Form @ = Q (u) mit
det (Q) = 1 fiir die gedrehten Vektoren Q(u), Q(v) das Vektorprodukt

Q(w)=Q(u) x Q(v) ergibt. Mit

w,u,v] = (w,uxv)=(Q(W),Q(uxv))=(Q(w),Q(u)x Q(v))
= [Q(w),Q(u),Q(v)]

leitet man damit die Invarianz des Spatproduktes unter EUKLIDischen Bewegungen
der angegebenen Form ab.
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Unter einer Kurve im EUKLIDischen Raum R? stellt man sich eine aus Punkten stetig
zusammengesetzte linienféormige Struktur vor und stuft sie demzufolge als eindimen-
sionales geometrisches Objekt ein, das nur in einer Richtung bzw. in der dazu ent-
gegengesetzten Richtung zu durchlaufen ist. Eine Kurve besitzt einen Anfangs- und
Endpunkt, womit eine Orientierung verbunden ist. Fallen beide Punkte zusammen, so
spricht man von einer periodischen oder geschlossenen Kurve. Endet eine Kur-
ve nicht im gleichen Punkt, in dem sie beginnt, so handelt es sich um eine offene
Kurve.

Eine offene Kurve oder ein offenes Kurvenstiick kann anschaulich als diinner Draht im
Raum gedeutet werden. Ein derartiger Draht ist stets zu einem Geradenstiick verbieg-
bar, welches auf einem Intervall der reellen Zahlengeraden platziert werden kann. Auf
diese Weise entsteht eine Abbildung, die jeder reellen Zahl einen Kurvenpunkt zuord-
net und von der wir fordern, dass sie hinreichend glatt ist. Zumindest soll in jedem
Punkt der Kurve in eindeutiger Weise eine Tangente angelegt werden kénnen. Damit
sind Kurven ausgeschlossen, die einen Knick besitzen oder Punkte enthalten in denen
der Tangentenvektor verschwindet. Diese Uberlegungen bilden den Ausgangspunkt zur
Parameterdarstellung einer Kurve, womit wir unseren Exkurs durch die Kurventheorie
beginnen.

3.1. Definitionen und Parameterdarstellung

Definition 3.1 FEine reguldr parametrisierbare Kurve ist eine auf dem offenen
Intervall I C R definierte Immersion

xq (t)
x: IR gemif tel—x(t)=x(t)es+xo(t)ey+a3(t)es= x;(t)

T3 (t)

Wenn t das Intervall I durchliuft, besteht der Wertebereich dieser Abbildung aus allen
Ortsvektoren x (t). Die Menge aller dieser Ortsvektoren ist

c={xeR’|x=x(t);tel}
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und heifst Spur der Kurve.
Die Kurvenkoordinaten x; : I — R (i = 1,2,3) sind stetig differenzierbare Funktionen
und fiir jedes t € I existiert im Punkt x (t) der Tangentenvektor

dx (t)
dt

= x(t) £ 0.

Ist x (t) r—mal stetig differenzierbar (in der Regel ist r = 1,2 oder 3), so spricht man
von einer reguldr parametrisierten C"— Kurve. Die Menge

heifft Tangentialraum der Kurve im Punkt x (t) und die Gesamtheit aller Vektoren
x (t) + Tx (c) wird als Tangente an die Spur ¢ der Kurve im Punkt x (t) bezeichnet.

Der Tangentialraum in jedem Kurvenpunkt bildet einen eindimensionalen Unterraum
im R3. Die Tangente an ¢ im Punkt x (¢) ist die Gerade, die durch Verschiebung des
Tangentialraumes um den Stiitzvektor x (¢) entsteht.

Fiir eine bestimmte Kurve gibt es nicht nur eine Parametrisierung. Man hat es viel-
mehr mit einer Klasse von reguléren Parametrisierungen zu tun und sieht eine regulére
Kurve als Klasse (c) aller ihrer reguléren Parametrisierungen an. Zwischen den Klas-
sen (c) und den Spuren ¢ von Kurven besteht jedoch im Allgemeinen keine injektive,
sondern nur eine surjektive Beziehung, so dass (c) und ¢ nicht miteinander identifiziert
werden konnen. D.h. Kurven, die verschiedene Klassen definieren, konnen trotzdem die
gleiche Spur besitzen. Folglich muss stets zwischen Klasse (¢) und Spur ¢ einer Kurve
unterschieden werden (siehe dazu Beispiel 3.3). Die Transformation zu einer anderen
Parametrisierung muss bestimmte Bedingungen erfiillen.

Definition 3.2 Sindx: I — R? und X : I — R® Parametrisierungen einer C"— Kurve
mit x = x (t) und X = X (1), so spricht man von einer vertrdglichen Parameter-
transformation o, wenn

o: I =1 gemif Te€l—t=p(r)=x"X(1)) el
ein O"— Diffeomorphismus von I auf I ist. In diesem Falle gilt:

fl—(p:gb(T)#O fiir alle 7 € 1.
-
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Die Parametertransformation ¢ heifit orientierungserhaltend (orientierungsum-
kehrend), wenn ¢ (1) >0 (¢ (1) <0) fir alle 7 € I ist.

Fiir die Tangentenvektoren x (¢) und X (¢) an eine Kurve im Punkt % (1) = x (¢ (7)) lei-
tet man iiber die Kettenregel der Differenziation den Zusammenhang

)‘((T):Z—);;l—j_:f((t)(p(ﬂ mit ¢ = ¢ (1)

her. Wie zu erwarten war, éndert sich bei einer vertriglichen orientierungserhalten-
den Parametertransformation lediglich die Lénge des Tangentenvektors um den Faktor
¢ (1), nicht jedoch seine Richtung.

In der Klasse (c) aller vertriglichen Parametrisierungen einer Kurve kann eine Relation
~ wie folgt eingefiihrt werden:

Die Parametrisierungen x : I — R® und X : I — R® stehen genau dann in Relation
(x ~ X) zueinander, wenn ¢ : I — I ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus
ist, d.h. wenn ¢ > 0. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation, die eine Aufteilung al-
ler reguldren Parametrisierungen in zwei Teilklassen bewirkt. Alle Parametrisierungen
einer Teilklasse sind untereinander orientierungserhaltend. Demgegeniiber sind Trans-
formationen zwischen Parametrisierungen verschiedener Teilklassen orientierungsum-

kehrend.

Die Relation ~ ist durch folgende Eigenschaften gepréagt:

- X ~ X, d.h. jede Parametrisierung ist zu sich selbst in Relation.

- Aus x (t) ~ X (1) mit t = ¢ (1) folgt X (1) ~ x (¢t) mit 7 = ¢! (¢), denn mit ¢ (1) > 0
ist auch ¢! (t) > 0.

- Aus x (t) ~ x (7) mit t = ¢ (7) und x; (7) ~ x3 (o) mit 7 = ¢ (o) folgt x (t) ~ x3 (7)
mit ¢t = ¢ (¥ (0)), denn ¢ (7)) (o) > 0.

Entsprechend den beiden Teilklassen besitzt eine Kurve (c) damit zwei Moglichkeiten
der Orientierung. Mit der Parametertransformation ¢ (1) = —7, die wegen ¢ (1) =
—1 orientierungsumkehrend ist, kann jede reguldr parametrisierbare Kurve in die je-
weils andere Teilklasse iiberfithrt werden. Oft spricht man an Stelle von der Orien-
tierung auch vom Durchlaufsinn einer Kurve. Indem man sich fiir eine dieser Teil-
klassen reguldrer Parametrisierungen entscheidet, gibt man der Kurve eine Orien-
tierung bzw. einen Durchlaufsinn. Wird eine Kurve mit wachsenden Parameterwer-
ten durchlaufen, so entspricht dies einer Bewegung entsprechend der Kurvenorientie-
rung.

Definition 3.3 Fine orientierte Kurve ist eine Klasse (c) vertraglicher Parametri-
sierungen, die untereinander orientierungserhaltend sind.



28 3. Kurven

Alternativ, aber nicht dquivalent zu den Definitionen 3.1 - 3.3 kann eine Kurve als
eindimensionale Mannigfaltigkeit eingefiihrt werden.

Definition 3.4 Eine C"— Kurve ist eine Punktmenge € des R® zusammen mit folgen-
den Forderungen (siehe dazu Abb. 3.2):
1. Zu jedem P € € existiert eine offene Menge €, mit P € €, so dass gilt

¢ = U €. (Z Indexmenge) .

a€el

€.NC, ¢,

T = (e (9)

2. Zu jeder Menge €, gibt es eine injektive Abbildung pio : €, — R, wobei piy, (€4) = 1,
ein offenes Intervall der reellen Zahlen ist.

3. Im Falle €, N €z # @ und mit den Abbildungen e, (€o) = In, ps(€s) = Ig ist
ta (€o N Es) offen in R und die zusammengesetzte Abbildung

pe (p3") : pa (€a N €s) C Lo — pp (€N ) C I

bildet einen C"— Diffeomorphismus. Die Abbildungen p. heiffen Karten und die Trans-
formationen pg (uy') zwischen den Parametrisierungen Kartenwechsel oder Koordina-
tentransformationen. Man nennt einen Kartenwechsel im Finklang mit Definition 3.2
orientierungserhaltend (bzw. orientierungsumkehrend), wenn gilt

% (s (13')) (1) >0 (bzw. <0).

Die Kurve € heif$t orientiert, wenn alle Kartenwechsel orientierungserhaltend sind.

Bemerkung 3.1 Jede Abbildung x, = pu,;' : I, — €, ist eine requlire Parametri-
sierung eines Kurvenstiickes mit der Spur €,. Aus der Forderung 2. folgt, dass diese
Parametrisierungen nun injektive Immersionen sind. Geht es um die Untersuchung
der lokalen Kurvengeometrie, d.h. der Beschreibung von Kurven in Umgebungen ihrer
Punkte, so ist es nicht notwendig, von der Definition einer Kurve als Mannigfaltigkeit
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auszugehen. Betrachtet man jedoch eine Kurve als globales geometrisches Objekt, so
st es zweckmdafiger, diese als eindimensionale Mannigfaltigkeit zu interpretieren. Im
Weiteren werden wir von einer Kurve als einer Klasse (c) gleichorientierter Parametr-
isierungen bzw. eingeschrankter als Menge ¢ (Spur) von Ortsvektoren (Punkten) des
EUKLIDischen Raumes R?® im Sinne der Definitionen 3.1 -3.3 oder als einer Mannig-
faltigkeit € im Sinne der Definition 3.4 sprechen.

Beispiel 3.1 Eine Gerade ist eine Kurve mit der Parametrisierung

o1 v

x(t)=xg+tv=| woo | +t[ ¢* . teR, xo,veV? v#£0.
3
03 (%

Wegen x = v ist diese Parametrisierung requldr. Mit jeder bijektiven stetig differen-
_ d
zierbaren Abbildung ¢ : I C R— R (t = (1) und d—f > 0) kann diese Gerade

in der Form X (1) = xo + ¢ (7) v umparametrisiert werden. Alle Parametrisierungen
dieser Art bilden die Gerade (g), deren Spur g = x (R) ist.

Beispiel 3.2 Ist f: (a,b) — R eine stetig differenzierbare Funktion, so wird iber die
Parametrisierung
t

x@:(f@) t € (a,b)

eine Kurve in der x1x9— FEbene (Graf der Funktion f) mit der Spur

CZ{Xz(Z)ERﬂx:MQJEWﬁ%

definiert. Wegen % (t) = (1, f' (t))" # 0 ist diese Parametrisierung reguldr. Mit jeder
bijektiven, stetig differenzierbaren Funktion ¢ : (@,b) — (a,b) gemdf t = ¢ (1) und
¢ (1) > 0 kann diese Kurve orientierungstreu umparametrisiert werden:

% (t) = ( ffw(?» ) 7€ (a,b).

Beispiel 3.3 Die Randlinie einer Ellipse in der x1xo— Ebene mit nach den Koordina-
tenachsen ausgerichteten Hauptachsen der Ldingen a,b (a,b > 0) und dem Mittelpunkt
im Ursprung besitzt die Spur

bnxz

) ) N 2 . $2_ /4\ ;
c_{x_<x2)€R a_%+b_22_ } -GK’/CIVI
-b
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Eine Méglichkeit der reguldren Parametrisierung ist
[ acos(t) . [ —asin(t)
X(t)(bsin(t))’ teR X(t)( beos (t) 7 0.
Aber auch die Parametrisierungen

Xy (1) = ( acos (t) )’ Le(0.37) und xo(r) = ( acos (ar) )’ 7 € (0,37)

bsin (t) bsin () a>1

liefern die gleiche Spur ¢. Zwischen den Parametrisierungen besteht zwar der Zusam-
menhang t = ar, der aber kein Diffeomorphismus von (0,37) auf (0,3m) ist. Es gibt
keine bijektive stetig differenzierbare Abbildung t = ¢ (1), die eine Umparametrisie-
rung von Xe im Intervall (0,3m) auf x1 im gleichen Intervall (0,37) realisiert. Die
Parametrisierungen x; und Xs beschreiben somit, im Sinne der Definition einer Kurve
als Klasse zueinander vertraglicher (diffeomorpher) Parametrisierungen, verschiedene
Kurven (cq) und (c2). Dieses Beispiel zeigt, dass die Abbildung, die die Klasse (c) ei-
ner Kurve die Spur ¢ dieser Kurve zuordnet (d.h. (¢) — ¢), nicht bijektiv oder injektiv,
sondern nur surjektiv ist.

Mit a = b =1 entsteht die Kreislinie S* des Finheitskreises in der xixo— Ebene:

b (0 et )

mit der Parametrisierung x (t) = (cos (t), sin(t))" (t € R).

Beispiel 3.4 FEine in drei Dimensionen verlaufende Kurve ist die Schraubenlinie
mit der Parametrisierung

R cos (at) -
x(t)= Rsin(at) |; teR
Bt C 27
Rasin (at)
x(t)=| Racos(at) # 0 6
B R

Diese Kurve beschreibt die Windungen einer Schraube. R ist der Radius und 2w die
Ganghohe dieser Schraube. Mit dem Parameter o kann die “Schnelligkeit” des Durch-
laufes der Kurve gesteuert werden. Ist 3 > 0, so spricht man von einer Rechtsschraube
und im Falle B < 0 von einer Linksschraube. Mit § = 0 entsteht der Spezialfall einer
Kreislinie mit dem Radius R.
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3.2. Bogenelement und Bogenliange

Lingen auf einer Kurve (¢) mit der reguldren Parametrisierung x : I — R3 und
x = x (t) werden mit dem im EUKLIDischen Raum R? definierten Maf$ |[u|| = /(u, u)
gemessen. Dazu fithrt man das (differenzielle) Bogenelement ds ein. Ausgehend vom
Vektor

ds(?)

o
ds(t) =x(t+dt) —x(t) =% (t)dt x(9) X(t-+dl) (3.1)

ist

ds (1) = /&) X () dt) = /X [0) . % (1)t = |} (1)]] de.

Durch Integration iiber diese (differenziellen) Bogenelemente erhilt man die Lénge der
Kurve (c).

Definition 3.5 FEuxistiert das Integral

L) = [ dst)= [ Ix @,

so heifst L Linge der Kurve (c). Eine Kurve mit endlicher Linge wird rektifizierbar
genannt.

Diese Definition der Lénge einer Kurve erscheint zunéchst etwas vage, da sie auf einer
konkreten Kurvenparametrisierung beruht. Es ist aber sofort einsichtig, dass die Lénge
von (c) nicht von der Parametrisierung abhingt. Denn, ist X : [ — R?® mit X =
X (1) eine andere vertrigliche Parametrisierung aus der Klasse (c), so ergibt sich mit
der Umparametrisierung ¢ (7) : I — I und dem daraus folgenden Differenzial dt =
o (1)dr:

/H \m-/w Hm-/w NG w—/w it

Indem im Intervall I ein Punkt t = a festgehalten wird, ist iiber das Integral

- [I@er @en
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eine Abbildung s : I — [ mit s = s(t) definiert. Diese Abbildung ist offensichtlich

ds (t)
dt

streng monoton wachsend und besitzt die Ableitung = ||%x(¢)|| > 0. Damit folgt,

dass die inverse Abbildung

-1 _ .7 ] = ' _dt_ : - 1
s'=¢p:I—1 mit t=¢(s) und @(5)25_||x(t)H_HX<80(5))”

einen Diffeomorphismus von I auf I realisiert und ¢ eine reguléire orientierungserhal-
tende Parametertransformation darstellt. Der Parameter s, den man auch Parameter
der Bogenlinge nennt, kann deshalb als Kurvenparameter Verwendung finden. Ist
x : I — R3 mit x = x(s) eine Parametrisierung von (c) nach der Bogenlinge s und
% : [ — R® mit X = X (¢) irgend eine andere Parametrisierung der Kurve (c), so stehen

(3.2)

die Tangentenvektoren x (s) und % (t) in der Beziehung

Cdxdt %(p(s))

dt ds H)_(((p(s) H
Wegen ||%(s)|| = 1 sind alle Tangentenvektoren einer nach s parametrisierten Kurve
Einheitsvektoren.

x(s)

~—

Definition 3.6 Eine Parametrisierung x : I — R® mit x = x (s) heifft Parametri-
sterung nach der Bogenlinge oder natiirliche Parametrisierung der Kurve
(c), wenn fir alle s € I gilt

1% (s)]| = 1.

Die Bezeichnung Parametrisierung nach der Bogenldnge ist insofern berechtigt, weil
sich die Parameter s und o zweier vertriaglicher orientierungserhaltender Parametri-
sierungen mit ||x (s)|| = [|[%x(0)]| = 1 nur durch eine Konstante d gemafl ¢ = s + d
unterscheiden. Die Lange einer natiirlich parametrisierten Kurve ist gleich der Lénge

des Parameterintervalls:
L(c):/H}’c(s)Hds:/ds:I.
T T

Vereinbarung: Die Parametrisierung einer Kurve nach der Bogenldnge s fiihrt zu be-
deutenden Vereinfachungen bei der analytischen Beschreibung der Eigenschaften einer
Kurve, weshalb sie im Folgenden haufig Verwendung findet. Zur Unterscheidung der
Ableitungen einer Parametrisierung der Kurve (c) nach der Bogenlinge (die stets mit s
bezeichnet wird) von den Ableitungen nach einem beliebigen anderen Parameter (z.B.
t) wird folgende Vereinbarung getroffen:

Ableitung von x (s) nach der Bogenlinge s:
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Ableitung von x (t) nach dem Parameter t:

Dementsprechend werden zukiinftig alle Ableitungen nach dem Parameter s der Bo-
genldnge mit Hochkommas bezeichnet, wihrend Ableitungen nach einem beliebigen Pa-
rameter ¢ wie bisher Punkte iiber dem Funktionssymbol tragen.

Zusammenhiinge zwischen den Ableitungen von x (t) und x (s):
( Parametertransformation: ¢t = ¢ (s), s—Parameter der Bogenlinge)
Mit

RO SN ¢t (%(t), k(1))
O T RET ™ Y T @ T T R >
ist
o () %)
R FR 0 34
,, Px(t) _ ((1) x % (1) x % (1)
S FO >

Wegen 1 = [|x’ (s)||> = (¥ (s), % (s)) ist (¥’ (s),x" (s)) = 0 und damit x’ (s) L x” (s).
Die Beweise zu den Formeln (3.3) - (3.5) sind Gegenstand von Aufgabe 1 aus Abschnitt
3.9.

Beispiel 3.5

a) Eine Gerade x(t) = xo + tv (t € R) ist wegen %X (t) = v nach der Bogenlinge
parametrisiert, wenn der Richtungsvektor ein Finheitsvektor ist ( d.h. ||v|| =1 ).

b) Die Schraubenlinie x (t) = (Rcos (at),Rsin (at), 8t)" hat den Tangentenvektor
X (t) = (—Rasin(at), Racos (at), )" mit |x(t)] = VR2a?+ (2 = K = const.

Uber die Transformation
S

tISO(S)IE

wird folglich die Schraubenlinie nach dem Bogenmafl parametrisiert.
Beschrinkt man x (t) auf das Intervall (a,b), so besitzt die Schraubenlinie die Linge

b b
L:/H)'c(t)Hdt:/\/R%?Jrﬂ?dt: (b— a) /R?a? + B2.

Im Spezialfall des Einheitskreises S' (R=a =1 und =0 ) ist t = s und damit S*
schon nach der Bogenlinge parametrisiert.

3.3. Begleitendes Dreibein und Kriimmung

(c) sei eine Kurve, die nach der Bogenlédnge gemiafl x = x(s) (s € I) parametrisiert
ist. Ein Ansatz zur Untersuchung der lokalen Struktur von (c) in der Umgebung eines
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Kurvenpunktes x (sg) (so € I) ist die Entwicklung von x (s) geméf der TAYLORschen
Formel nach Potenzen von (s — sp):

1
x () = % (s0) + % (50) (5 = 50) + 5X" (s0) (5 = 50)" + (5 = 50)" & (5 = 50)..
Fiir das Restglied gilt: lim 0 (s — sg) = 0.
S$—S0
Die ersten beiden Glieder der rechten Seite definieren die Tangente an (c) im Punkt

X (s0)
xr (s) = x(s0) + %' (s0) (s — s0) s €R.

Nimmt man das nachfolgende Glied noch hinzu, so entsteht die Parabel

xP@y:x@@+xw%ﬂs—&g+%fm%ﬂs—%f,

die (c¢) von zweiter Ordnung beriihrt. D.h. xp (s) und x (s) besitzen im Beriithrungspunkt
x (89) die gleiche erste und zweite Ableitung. Die Tangente schmiegt sich wegen x’ (s9) =
X (o) von erster Ordnung an (c) im Punkt x (so) an.

Die Vektoren x’ (s) und x” (s) sind im Falle x” (s) # 0 linear unabhéngig und wegen
(x' (s),x"(s)) = 0 auch orthogonal zueinander. Die Ergénzung dieser Vektoren durch
ihr Vektorprodukt x’ (s) x x” (s), welches orthogonal zu x’ (s) und x” (s) ist, fithrt nach
Normierung zu einem orthonormalen System dreier Vektoren, welches jedem Kurven-
punkt x (s) zugeordnet werden kann:

t(s) =x'(s) ( Tangentenvektor )

X/l (S)

~ X (5]

b(s)=t(s) xn(s) ( Binormalenvektor )

( Hauptnormalenvektor ) (3.6)

Das orthonormale System {t (s),n(s),b(s)} heifit begleitendes Dreibein der Kur-
ve (c¢) im Punkt x(s). In der Reihenfolge t,n,b bilden die Vektoren ein Rechtssys-
tem.
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Definition 3.7 FEine C®—Kurve (c), die nach der Bogenlinge gemiff x = x (s) (s € I)
parametrisiert ist, heift FRENET-Kurve, wenn in jedem Kurvenpunkt x (s) (s € I)
das begleitende Dreibein {t (s),n (s),b(s)} ewxistiert und eindeutig bestimmt ist (siehe
Abb. 3.6).

In jedem Kurvenpunkt x (s) werden durch das begleitende Dreibein drei aufeinander
senkrecht stehende Ebenen definiert. Die vom Tangentenvektor t und vom Haupt-
normalenvektor n aufgespannte Ebene heifit Schmiegebene. Von n und b wird die
Normalebene und schlieflich von b und t die rektifizierende Ebene (oder Streck-
ebene) aufgespannt. Bezogen auf den Kurvenpunkt x (so) werden die Ortsvektoren X
dieser Ebenen mittels Spatprodukten durch folgende Gleichungen in parameterfreier
Form beschrieben:

(X —x(s0),t(s0),n(sg)] = 0 ( Schmiegebene )
[X —x(s0),n(s9),b(sg)] = 0 ( Normalebene ) (3.7)
X —x(s0),b(s0),t(s0)] = 0 ( rektifizierende Ebene ).

Definition 3.8 FEs sei (c) eine nach der Bogenlinge gemif x = x (s) (s € I) parame-
trisierte C®— Kurve. Die reelle nicht negative Funktion

k:IT—R gemiff se€l—k(s)=|x"(s)] €R (3.8)
heifst Kriimmung der Kurve (c). Den reziproken Wert der Krimmung

1 1

nennt man Krimmungsradius.

Bemerkung 3.2 Die Kurve (¢) mit der Parametrisierung x = x(s) (s € I) nach
Bogenlinge enthdlt auf dem Teilintervall (o, f) C I genau dann ein Geradenstiick
x (s) =xo+sa (s € (a, f)), wenn die Kriimmung k (s) fir alle s € (a, B) verschwindet.

Beweis. k(s) = 0 ist gleichbedeutend mit x" (s) = 0.
a) Es sei x" (s) = 0 fir alle s € (o, ), dann folgt X' (s) = a = const. und weiter das
Geradenstiick

x(s):X(a)—i-/ada:x(a)—i—(s—a)a fir alle s € (o, B) .

[0}
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b) Ist x (s) = xo + sa mit s € (o, 3) C I ein Geradenstiick, so folgt nach zweimaliger
Differenziation x" (s) = 0. m

Bemerkung 3.3 Ist die Kurve (c) nicht nach der Bogenlinge parametrisiert, sondern
in einer anderen regquliren Parametrisierung x (t) mit t € I gegeben, so erhdlt man die
Krimmaung k (t) im Kurvenpunkt x (t) tber folgende Formel:

o (1) % % (1
k() = 1O XX O] X:f i (3.10)
1% ()]l
Beweis. Mit der Parametertransformation t = ¢ (s) und Formel (3.5) ist
_ Gexx) x|
= —
]l
Wegen (% x %) L % ist ||(x x X) x X|| = [|% (t) x % (t)|| |X||, womit sofort die angege-

bene Formel folgt. m

Geometrische Interpretation der Kriimmung und des Kriimmungsradius’

Wir gehen wieder von einer C®*—Kurve (c) aus, die nach der Bogenlinge gemifi x =
x (s) mit s € I parametrisiert ist. xo = x (s0) (so € I) sei ein beliebiger Kurvenpunkt
und to =t (sg), ng = n(sg) die Vektoren des begleitenden Dreibeins in xg, welche die
Schmiegebene von (c) in diesem Punkt aufspannen. Weiter seien ko = k (s9) = ||x” (s0)||
und po = k' Kriitmmung und Kriimmungsradius im Kurvenpunkt x.

In der Schmiegebene wird nun ein Kreis (S) mit dem Radius pg so platziert, dass er die
Kurve (¢) im Punkt xq beriihrt und die von xy ausgehende Normale ng zum Mittelpunkt
des Kreise weist (siche Abb. 3.7). Dieser Kreis hat in der Parametrisierung nach seiner
Bogenlinge die Darstellung

. S S
xix (8) = Xa+ po (sm (—) tg — cos (—) no) seR
Po Po

mit xp; = Xo + pong.

Die Ableitungen dieser Parameterdarstellung, berechnet fiir s = 0, ergeben:

xk (0) = x9=x(s0)
X (0) = to=x(s0)
1 1 "
x5 (0) = —ng = kong =x" (so) .
Lo

Die Ableitungen bis zur zweiten Ordnung der beiden nach der Bogenldnge parametri-
sierten Kurven (c) und () stimmen also im Punkt X, iiberein und damit auch ihre
Kriimmungen. Auf diese Weise kann der Kriimmungsradius pgy (d.h. der reziproke Wert
der Kriimmung kg!) im Punkt xq der Kurve (c) als der Radius eines in der Schmie-
gebene liegenden Kreises gedeutet werden, der (c) im Punkt xo von zweiter Ordnung
beriihrt.
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t= t(so)
X"(s) ~ t(sgth) - t(s,)
t(s,th)

Bemerkung 3.4 Eine C*— Kurve mit der Parametrisierung x (s) (s € I) ist genau
dann eine FRENET-Kurve, wenn in jedem Kurvenpunkt die Vektoren x' (s) und x” (s)
linear unabhdngig sind. Dies ist insbesondere in den Kurvenpunkten nicht der Fall,
in denen X" (s) = 0 und demzufolge kein eindeutig bestimmtes begleitendes Dreibein
existieren kann.

Ist X" (s) = 0 auf einem Teilintervall (o, B) C I, so hat die Kurve nach Bemerkung 3.2
auf (o, B) einen geradlinigen Verlauf. Verschwindet X" (s) in einem isolierten Punkt
So, d.h. ist X" (so) = 0 und x" (s) # 0 in einer hinreichend kleinen Umgebung von g,
so kann, muss aber nicht, in x (sg) ein Wendepunkt der Kurve vorliegen (siehe Beispiel
3.9).

Beispiel 3.6 Die in den Beispielen 3.4 und 3.5 b) beschriebene Schraubenlinie hat
nach Bogenlinge parametrisiert die Ableitungen:

1 —Rasin (%s _o2p [ s (%s) seR
x' (s) = % Racos (&5 ;X' (s) = e sin (£s)
6] 0 K = \/R?a? + (2.
Fiir die Kriimmung erhdlt man
a’R
Es) = Ix ()] = %5
und fiir Tangenvektor und Hauptnormalenvektor
cos (%s)
t(s)=x"(s) ; n(s)=—| sin(&s)
0
Durch Bildung des Vektorproduktes t X n entsteht der Binormalenvektor
1 € €9 €3
b(s) = t(s)xn(s)= a —Rasin (&£s) Racos(&s) f
cos (%s) sin (%s) 0
1 [ sin (%5)
= % — [ cos (%s)
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Die Schraubenlinie besitzt in jedem Kurvenpunkt ein eindeutig bestimmtes begleitendes
Dreibein und ist damit eine FRENET-Kurve.

3.4. FRENETsche Formeln und Torsion

Fiir eine Gerade x(s) = xo + sv kann stets ein starres (nicht eindeutig bestimm-
tes!) begleitendes Dreibein konstruiert werden, indem der normierte Richtungsvektor v
(= Tangentenvektor) durch zwei untereinander und zu v orthogonale Einheitsvekto-
ren erganzt wird. Die Ableitungen der so festgelegten Dreibeine nach s verschwinden
folglich. Die Abweichung einer beliebigen Kurve von einer Geraden und damit ver-
bunden eine vollstédndige Charakterisierung des Verlaufes einer Kurve im Raum kann
durch Bildung der Ableitungen der Vektoren des begleitenden Dreibeins nach dem
Kurvenparameter s erreicht werden. Dies fiihrt auf die FRENETschen Formeln bzw.
die Ableitungsgleichungen.

Die nachfolgenden Ausfithrungen stiitzen sich auf eine FRENET-Kurve (c), die nach
der Bogenlinge gemidfl x(s) (s € I) parametrisiert ist. Das begleitende Dreibein
{t(s),n(s),b(s)} bildet fiir jedes s € I eine orthonormale Basis im R3. Jede auf
(c) definierte Vektorfunktion ist deshalb eindeutig als Linearkombination dieser Vek-
toren darstellbar. Insbesondere auch die Ableitungen dieser Basisvektoren nach der
Bogenlédnge s:

t'(s) = (t,t)t(s)+ (¢, n)n(s)+ (t',b)b(s)
n'(s) = (0,t)t(s)+ (n',n)n(s)+ (n’,b) b (s)
b'(s) = (b, )t (s)+ (b’ n)n(s) + (b',b) b (s).

In Matrixform ausgedriickt, folgt die Darstellung

t' (s) (t';t) (t',n) (t',b) t(s)
n'(s) | =( (n',t) (n',n) (n',b) n (s)
b’ (s) (b',t) (b',n) (b, b) b (s)

Fiir die inneren Produkte der Matrixkoeffizienten ergeben sich folgende Werte:
1. Wegen (t,t) = (n,n) = (b,b) =1 fur alle s folgt nach Ableitung sofort
(t',t) = (n',n) = (b’,b) = 0.

d
2. Aus (t,n) = 0 folgt T (t,n) = (t',n) + (t,n’) = 0 und damit (t',n) = — (t,n’).
s
Mit t (s) = x' (s) ist t' (s) = x" (s) = k (s) n (s) und weiter

(t'n) =k(s)(mmn) =k(s); (n',t)=—k(s).
3. Aus (t,b) = 0 folgt d% (t,b) = (t/,b) + (t,b’) = 0 und damit (t',b) = — (t,b)

und weiter

(t,b) = k(s)(m,b) =0; (b, t)=0.
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4. Aus (b,n) = 0 folgt di (b,n) = (b’,n) + (b,n’) = 0 und damit
s

(n;b) = —(b',n).

Definition 3.9 Die nach Bogenlinge s parametrisierte FRENET-Kurve (c) besitze
das begleitende Dreibein {t (s),n (s),b(s)}, dann heifst die Funktion

w:I—=R gemiff s€l—w(s)=(n",b)eR (3.11)

Windung (oder Torsion) der Kurve (c). Die Gleichungen in der Matrizdarstellung

t' (s) 0 E (s) 0 t(s)
n'(s) | = —k(s) 0 w (s) n (s) (3.12)
b’ (s) 0 —w(s) 0 b (s)

nennt man FRENETsche Formeln oder Ableitungsgleichungen der Kurve (c).

Sieht man von Vorzeichen ab, so wird der Zusammenhang zwischen {t’,n’, b’} und
{t,n,b} fiir eine FRENET-Kurve nur durch die zwei Funktionen £ (s) und w (s) be-
schrieben. Die Kriimmung konnte geometrisch durch den Radius eines in der Schmie-
gebene liegenden Kreises, der die Kurve von zweiter Ordnung beriihrt, beschrieben wer-
den. Auch die Windung erlaubt eine geometrische Deutung.

Geometrische Interpretation der Windung
Wir entwickeln die C*—Kurve (c¢) mit der Parameterdarstellung x (s) (s € I) in der
Umgebung von x (sq) (so € 1) geméfl der TAYLORschen Formel:

x(s) = x(s0)+x (s0)(s—s0)+ %X” (s0) (5 — 50)°

—|—éx"’ (s0) (5 — 50)" + (5 — 50)° 8 (s — s0) ,

wobei lim 6 (s —s9) = 0. Mit den Substitutionen x’(sg) = to, X" (s9) = kono,
S5—S0

by = b (s¢) und der zweiten FRENETschen Formel n’ = —kt+wb ist

x" (s0) = %(’f (s)n(s))| =K (s0)n(s0) +k (s0)m (s0)

S=50

= k' (so)n(so) + k& (so) (—k (s0) t (s0) + w (s0) b (s0))
= king — kjto + kow (s0) by.

Setzt man diesen Ausdruck in die TAYLORsche Formel ein, so entsteht die folgende
Darstellung fiir x (s):

x (5) = x (50) + a (s) to + b (s) ng + ¢ () wp (s0) bo + (5 — 50)° 8 (s — 50)



40 3. Kurven

mit

o) = (=) (1= gh s = s0P)

b(s) — %(5—50)2 (ko+%kg (s—so)>
c(s) = é(s—so)gk‘o.

Die ersten drei Glieder x (so) + a (s) to + b (s) ny der rechten Seite beschreiben Vekto-
ren aus der Schmiegebene von x (s) im Punkt x (o). Sieht man von dem mit (s — so)*
gegen Null strebenden Anteil ab, so wird der Rest von dem orthogonal zur Schmiege-
bene stehenden Vektor ¢ (s)w (sg) by bestimmt. Die darin auftretende Torsion w (so)
gibt an, wie stark die Kurve in der Umgebung von x (sg) aus der Schmiegebene in
den umgebenden Raum herausgedreht wird oder, mit anderen Worten, sich aus der
Schmiegebene “herauswindet”.

Satz 3.1 Eine nach der Bogenlinge mit x (s) (s € I) parametrisierte FRENET-Kurve
(c) verliuft genau dann vollstindig in einer Ebene des R? (ist also eine ebene Kurve),
wenn thre Torsion verschwindet, d.h. wenn w (s) = 0 fir alle s € 1.

Beweis. Aus der dritten FRENETschen Formel b’ (s) = —w (s)n(s) folgt, dass die
Bedingung w (s) = 0 dquivalent zu b’ (s) = 0 und damit zu b (s) = b = const. ist ((c)
ist eine FRENET-Kurve und folglich n (s) # 0!).

a) Es sei b(s) = b = const. (s € I). Wéhlt man einen beliebigen Kurvenpunkt x (sg),
dann ist

d

7 (x(s) =x(s0),b) = (t(5),b) =0
und damit das innere Produkt (x (s) — x(sg),b) = ¢ = const. fiir alle s € I. Fiir s = s¢
ist insbesondere (x (s9) — x (s9),b) = 0. Also kann nur ¢ = 0 und damit x (s) — x (s¢)
L b fir alle s € I sein. D.h. aber, b ist Normalenvektor einer Ebene, in der alle
Ortsvektoren x (s) der Kurve (c) enden.
b) Liegt die Kurve (c) vollstéandig in einer Ebene, so kénnen deren Ortsvektoren x (s)
in der Form

x(s) =a+a(s)c+ 3 (s)d

mit den zweimal stetig differenzierbaren Funktionen «, 5 : I — R und den konstanten
Vektoren a, c,d € R? beschrieben werden. Durch Ableitung dieser Darstellung ergibt
sich

X (s) = o (s)e+f(s)d = t(s)

x"(s) = " (s)c+p"(s)d=Fk(s)n(s).
Aus diesen Formeln folgt, dass die zueinander orthonormalen Vektoren t (s) und n (s)
fiir jedes s € I dem (abgeschlossenen) Unterraum V4 = span {c,d} C V? angehoren.
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Wegen b = t x n ist b Einheitsvektor und orthogonal zu V., und damit konstant.

Formeln zur Berechnung der Torsion

1. Ist die C®—Kurve (c) nach Bogenlinge gemif x (s) (s € I) parametrisiert, so

folgt

x'(s) = t(s)

x"(s) = k(s)n(s)

X'(s) = K @nE)+hEW () =) = s ()~ ()0 ()
b(s) — t(s)xmn(s) = kzs) (% () x %" (5))

Mit & (s) = ||x" (s)|| ergibt sich

w(s) = (b(S)m'(S)):k(S) (b(s),x" (s) =k (s)n(s))

||X”

Ol

Unter Verwendung des Spatproduktes entsteht schliellich

w ey )X () X" (5)) -

Ix ()]

2. Fiir eine C®—Kurve (c) in beliebiger regulirer Parametrisierung x (¢) (¢t € I) mit
der Parametertransformation ¢ = ¢ (s) ist zunéchst

X'(s) = %(t)¢'(s)
X' (s) = X(t) (' ()" +%(t) " (s)
X" (s) = X () (¢ () +3%(8) & ()" (5) +% (1) 0" ()

Substituiert man die Ableitungen im Spatprodukt [x'(s),x”(s),x" (s)] durch
die rechten Seiten dieser Gleichungen, so folgt aus den Eigenschaften des Spat-
produktes (bzw. aus Eigenschaften der Determinante) der Zusammenhang

[ (5), %" (), x" ()] = (¢ (5))° [ (£) , % (1) , % (8)].
Mit der Formel (3.10) fiir £ (¢) und mit (3.2) fiir ¢’ (s) erhélt man

(3.14)
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Beispiel 3.7 Mit den im Beispiel 3.6 angegebenen Vektoren des begleitenden Dreibeins
der Schraubenlinie kann die Torsion dieser Kurve tiber

/ o sin (%j) 1 [ sin (%@s)
n'(s) = T | —cos (&) und b(s)= 174 —Bcos (&5)
0 Ra
direkt berechnet werden:
of
w(s) = ek
a’R

Zusammen mit der Krimmung k (s) = el (siehe Beispiel 3.6) ergeben sich die FRE-
NETschen Formeln

t/ N 0 aR 0 t
b’ 0 -6 0 b

3.5. Hauptsatz der Kurventheorie

Fiir jede FRENET-Kurve (c) mit der Parametrisierung x (s) (s € I) nach der Bo-
genlénge s existiert in jedem Kurvenpunkt ein eindeutig bestimmtes begleitendes Drei-
bein {t (s),n(s), b (s)}. Mit diesen drei Vektoren sind die Kriitmmung & (s) = (t' (s),n (s))
und die Windung w (s) = (n’ (s), b (s)) von (c) berechenbar und damit die FRENET-
schen Formeln bestimmt. Inhalt des Hauptsatzes der Kurventheorie ist die Umkehrung
dieses Sachverhaltes: Unter welchen Bedingungen sind vorgegebene Funktionen  (s)
und w (s) (k: I - R, w: I - R) Kriimmung und Windung einer nach der Bogenlénge
parametrisierten Kurve (c)? Wir werden sehen, dass eine Kurve, deren Kriimmung und
Windung allein durch hinreichend glatte derartige Funktionen vorgegeben werden, bis
auf EUKLIDische Bewegungen im R3, also bis auf starre Drehungen und Translationen
im Raum, schon eindeutig bestimmt ist. W&hlt man also Bedingungen, unter denen
die Lage einer Kurve im Raum fixiert ist, so ist diese Kurve durch ihre Kriimmung und
Windung eindeutig festgelegt.

Zum Beweis des Hauptsatzes wird eine grundlegende Aussage zur Losung gewchnlicher
Differenzialgleichungssysteme benétigt, die im folgenden Satz zusammengefasst ist.

Satz 3.2 Es sei F : [ — R3 x R3 eine auf dem offenen Intervall I C R stetig differen-
zierbare Abbildung gemdfs

sc€l—F(s)={F;(s)} _, CR*xR?

ij=1

und so € I, xg € R3 fest gewdhite Grifien. Dann gibt es genau eine stetig differenzier-
bare Abbildung x : I — R3 mit

x'(s) = F(s) -x(s) sel

x (s9) = Xo.
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Diese beiden Gleichungen bezeichnet man als Anfangswertproblem (AWP) fir die ge-
wohnliche Differenzialgleichung 1. Ordnung x' (s) = F (s)-x (s) mit den Anfangswerten

x (89) = Xo.

Ausfithrungen zu Anfangswertproblemen fiir Systeme gewohnlicher Differenzialglei-
chungen findet man z.B. in [MeVa] Bd. 2, S. 93 - 102.

Satz 3.3 ( Hauptsatz der Kurventheorie )

Auf dem offenen Intervall I C R seien die stetig differenzierbaren Funktionen
k:I —Rundw: 1 — R mit k(s) > 0 fir alle s € I definiert. Weiterhin seien
einem Parameterwert sy € I ein fester Raumpunkt xo € R3 und ein orthonormales
Rechtssystem von Vektoren {ty,ng,bo} zugeordnet.

Dann existiert eine eindeutig bestimmte FRENET-Kurve, die nach der Bogenlinge
gemdfi x (s) (s € I) parametrisiert ist und

a) die Krimmung k (s) und Torsion w (s) und

b) im Kurvenpunkt x (sg) = xo das begleitende Dreibein

t (80) — to, n (S()) = Iy, b (80) — b()

besitzt.

Beweis. Zunichst wird eine 3 x 3—Matrixfunktion B (s) = {B;; (s)}fj:1 fir alle s € 1
eingefiihrt, wobei B (s0) = By = (to, ng, bg)” die Matrix ist, deren Zeilen die Vektoren
des vorgegeben orthonormalen Systems {tg, ng, bo} sind. By ist folglich eine orthogo-
nale Matrix mit det (Bg) = 1. Die Matrixfunktion B (s) wird aus dem gewohnlichen

Differenzialgleichungssystem
B’ (s)=A(s)-B(s) (sel) mit A(s)=| —k(s) 0 w(s)

und den Anfangsbedingungen B (sq) = By bestimmt. Unter der vorausgesetzten Dif-
ferenzierbarkeit von k (s) und w (s) besitzt dieses AWP nach Satz 3.2 eine eindeutig
bestimmte Losung B (s) (s € I).

Bemerkt sei, dass das hier formulierte AWP aus drei Problemen der im Satz 3.2 genann-
ten Art besteht, die {iber die Matrixformulierung der Losung B (s) in einer Gleichung
zusammengefasst sind.

a) Als erstes wird gezeigt, dass B (s) fiir alle s € I eine orthogonale Matrix ist. Mit
B’ = AB folgt nach der Produktregel der Differenziation

(BBY) = BB+ B (B) = BB" + B(B) - ABB" + BB'A™.  (3.15



44 3. Kurven

Setzt man G (s) = B (s) - BT (s), so ist wegen der Orthogonalitit von B (sg) = By
die Matrix Gog = G (sg) = BgB! = I die 3 x 3—Einheitsmatrix im R3. Die Beziechung
(3.15) wird nun als Differenzialgleichungssystem

G (s)=A(s)-G(s)+G(s)- AT (s) (sel)

fiir die Matrixfunktion G (s) mit den Anfangsbedingungen G (so) = Gy aufgefasst.
Die Einheitsmatrix I(s) = I ist wegen

A(s)- I(s)+I(s)-AT(s) = A(s)+AT(s)=0=T(s)

(A ist antisymmetrisch! )

eine Losung dieses AWP’s. Andererseits erfiillt dieses AWP aber auch die Bedingungen
des Satzes 3.2 und ist deshalb eindeutig lsbar. Damit ist I = G (s) = B (s)- BT (s) fiir
alle s € I die einzige Losung und folglich B (s) fiir jedes s € I eine orthogonale Matrix
mit det (B (s)) =1 (da det (Bg) = 1 und B (s) stetig!).

b) Die Zeilenvektoren der Matrix B (s)

t(s) = (Bu(s),Biz(s),Bis(s))"
n(s) = (Ba(s),Bxa(s),Bu(s))" (sel)
b(s) = (Bsi(s),Bs2(s),Bs(s)"

bilden fiir jedes s € I ein orthonormales Rechtssystem und die Gleichung
B’ (s) = A (s)-B (s) stellt in kompakter Form die FRENETschen Formeln mit den vor-
gegeben Funktionen & (s) und w (s) dar. Damit bildet das System {t (s),n(s),b(s)}
fiir jedes s € I ein begleitendes Dreibein fiir die noch zu konstruierende Kurve (c).

c) Wegen x’ (s) =t (s), der Stetigkeit von t (s) und mit x’ (s9) =t (s9) = to kann eine
Parameterdarstellung von (c) durch Integration dieses Zusammenhanges beziiglich s

hergeleitet werden
S

x(s)zx0+/t(o)da (sel).

Dies ist wegen ||t (s)|| = 1 fiir alle s eine Parametrisierung von (c) nach der Bogenlénge.
Weiterhin ist x (s9) = x¢ und x’ (s) = t (s) der Tangentenvektor. Aus der ersten FRE-
NETschen Formel t' (s) = k (s)n (s) # 0 und wegen k (s) > 0 folgt schlieflich fiir den

1
e (S)x (s).
d) Beweis der Eindeutigkeit von (c). Wir nehmen an, es existiere eine von (c) verschie-
dene Kurve (€) mit der Parametrisierung X (s) (s € I), die ebenfalls die Bedingungen

und Aussagen des Satzes erfiillt. Es seien B (s) = (£ (s),f(s),b (s))T mit B (s¢) = By
die Matrixfunktion des begleitenden Dreibeins und B’ (s) = A (s)-B (s) die FRENET-
schen Formeln der Parametrisierung X (s). Die Matrixfunktion
D (s) = B (s) — B (s) ist dann Losung des gewohnlichen Differenzialgleichungssystems
D’ (s) = A (s)-D (s) mit den Anfangsbedingungen D’ (sq) = B (sq) — B (s9) = 0. Nach
Satz 3.2 ist die Losung dieses AWP’s eindeutig bestimmt und wegen der Anfangsbedin-
gungen muss D (s) = 0 sein. Damit besitzen (c) und (¢) fiir alle s € I ein und dasselbe

Hauptnormalenvektor n (s) =
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begleitende Dreibein. Insbesondere ist t (s) = t (s) und deshalb

)‘((s):X0+/f(a)da:X0+/t(a)da:x(s) fiir alle s € I.

S0 S0

Beide Parametrisierungen sind folglich gleich, woraus auf die Identitét von (c) und ()
geschlossen werden kann. m

Bemerkung 3.5 Unterwirft man die Parameterdarstellung x (s) (s € I) einer Kurve
(c) einer EUKLIDischen Bewegung X (s) = Q - x (s)+b mit der orthogonalen Matriz Q
(det (Q) = 1) und dem festen Vektor b, so ist X (s) Parameterdarstellung einer Kurve
(€), wobei beide Kurven (c) und (€) fir alle s € I die gleiche Kriimmung und Torsi-
on besitzen (k(s) =k (s), w(s) =1 (s)) und zwischen den Vektoren der begleitenden
Dreibeine {t (s),n(s),b(s)} und {t(s),n(s),b(s)} bestehen die Beziehungen

t(s)=Q-t(s), @(s)=Q-n(s), b(s)=Q b(s) (sel).

Diese Zusammenhdinge ergeben sich sofort durch Ableitung von X(s) = Q-x(s) + b
und aus der Orthogonalitdt von Q.

R(5)=QxX(s), ®(s)=Q:x(s), X'(s)=Q-x"(s)

Damit ist
£ = Q-t(s)
k) = 1% ()] = 1Q ()] = [ (5)] = k (3
— o 1 <" (s 1 .
R O PO R
B9 = T X006 =Q (16) X n(9) =Q b
w(s) = (5().B(s)) = (@0 (5).Q-b(s)) = (nf (5).b(s)) = w(s).

Verzichtet man im Hauptsatz der Kurventheorie auf die Vorgabe von xq und {to, ng, bg},
so erhdlt man als Losung eine Schar von Kurven, die alle die gleiche Krimmung und
Torsion aufweisen und tber eine FEUKLIDische Bewegung aufeinander abgebildet wer-

den konnen.

3.6. Ebene Kurven

In diesem Abschnitt sei die Kurve (c¢) wieder nach der Bogenlénge gemif X (s) (s € I)
parametrisiert. Nach Satz 3.1 liegt die Spur ¢ dieser Kurve genau dann in einer Ebene,
wenn die Torsion w (s) verschwindet bzw. gleichbedeutend damit der Binormalenvek-
tor b konstant ist. Die Schmiegebenen zu allen Kurvenpunkten fallen dann zusammen
und bilden die Ebene, in der (c¢) verlauft. Mit EUKLIDischen Bewegungen kann ei-
ne ebene Kurve stets in eine (deckungsgleiche) Kurve in der x;xo—Ebene abgebildet
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werden. Ebene Kurven kénnen deshalb im EUKLIDischen Raum R? mit dem Translati-
onsraum V?2 untersucht werden. Der Binormalenvektor steht dann im Raum senkrecht
auf der x1xo—Ebene und sei unabhéngig von der Kurvenorientierung b = e3. Mit dem
Tangentenvektor

x'(s):t(s):<28) (sel)

ist dann der orthogonal zu t (s) orientierte Normalenvektor durch

eindeutig bestimmt. Der Normalenvektor entsteht also aus dem um Z entgegen dem

2
Uhrzeigersinn gedrehten Tangentenvektor.

Wegen (t,n) = 0 und [[t|| = |n| = 1 bildet {t(s),n(s)} fiir jedes s € [ im R?
ein orthonormales Rechtssystem. Es gilt natiirlich weiterhin t (s) L x”(s), woraus
die Parallelitiat von x” (s) zu n(s) folgt. x” (s) hat deshalb die Darstellung x” (s) =

(x"(5),m(s))n(s).

Aus dem Zusammenhang zwischen x” (s) und dem Normalenvektor n (s) leiteten wir die
Kriimmung einer Kurve ab. Im allgemeinen dreidimensionalen Fall wird zunéchst x” (s)
berechnet und daraus nach Normierung der Normalenvektor abgeleitet. Der nicht ne-
gative Wert der Norm ||x” ()] ist dann die Kriimmung der Kurve. Im Fall einer ebenen
Kurve geht man anders vor und definiert ihre Kriimmung vorzeichenbehaftet. Der Nor-
malenvektor ist hier durch die vorgegebene Drehung aus dem Tangentenvektor schon
festgelegt und damit auch die Beziehung x” = (x”,n)n zwischen x” und n. Daraus
folgt die Definition der Kriimmung einer ebenen Kurve.

Definition 3.10 Die ebene C*—Kurve (c) sei nach der Bogenlinge gemdif x (s)
(s € I) parametrisiert, dann heifit die Grifse

Bl =60 ) iel)  me mis)= ( - >x' (5) (se€l)  (3.17)

(orientierte) Kriimmung der Kurve (c).

Bemerkung 3.6 Fiir ebene Kurven gilt weiter die allgemeine Beziehung
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und damit [|X" (s)|| = |k (s)| = |(x" (s),n(s))|. Der mdogliche Vorzeichenwechsel von
k (s) beim Durchlaufen einer ebenen Kurve ergibt sich nur aus der geinderten Festle-
gung des Normalenvektors gegeniiber dem allgemeinen rdaumlichen Fall.

Bemerkung 3.7 Der tiefere Sinn fiir die Finfiihrung einer jetzt vorzeichenbehafteten
Krimmung liegt in einer zusdtzlichen Charakterisierung des Verlaufes ebener Kurven,
die fiir rdumliche Kurven in dieser Weise nicht mdglich ist. Mittels der Krimmung
kann nun beurteilt werden, in welche Richtung sich der Tangentenvektor an eine Kurve

in einer hinreichend kleinen Umgebung eines Kurvenpunktes dreht, denn es gilt (siehe
Abb. 3.9):

> 0: Drehung des Tangentenvektors entgegen dem Uhrzeigersinn.
< 0: Drehung des Tangentenvektors im Uhrzeigersinn.
=0: FEs liegt moglicherweise ein Wendepunkt vor.

Zum Nachweis dieser Beziehungen halten wir einen Kurvenpunkt xo = x(sg) zum
Parameterwert sy € I mit der Krimmung ko = (X" (so),n(so)) fest und legen in
diesem Punkt die Tangente X7 (s) = xo+X' (s0) (s — s0) an die Kurve. Dann folgt tiber
die Entwicklung von x (s) gemdfS der TAYLORschen Formel:

(x(5) = xr (). m () = |30 (s0) 50 + 65 = )] 5 o)

= (%ko—l—é(s—so)) (s —s0)°.

Wegen lim § (s — so) = 0 liest man aus diesem Zusammenhang fiir alle s # so aus
S—S0

einer hinreichend kleinen Umgebung von sy folgende Relationen ab:

ko >0 (x(s) —xr(s),n(sg)) >0 N

£(x(s)—xr(s),n(sg)) <
ko <0 7 (x(s) — xr(s),n(s0)) <0 n

£ (x(s) = xr (s),n(s0)) >

Der Tangentenvektor wird deshalb im Falle kg > 0 (bzw. ky < 0) auf n zu und damit
entgegen dem Uhrzeigersinn (bzw. von n weg und damit im Uhrzeigersinn) gedreht.
Ist auf einem Kurvenstick k(s) > 0 (k(s) <0), so spricht man auch von einem
konvexen (konkaven) Kurvenverlauf. Ein Kurvenpunkt mit k(s) =0, in dem ein
Wechsel von konverem zu konkavem Kurvenverlauf oder umgekehrt stattfindet, heifst
Wendepunkt.

STETSIE)
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Bemerkung 3.8 Ist die ebene C*—Kurve (c) in einer beliebigen Parametrisierung
x (t) (t € I) mit der Transformation t = ¢ (s) zum Parameter der Bogenlinge s gege-
ben, so ist die Krimmung k (t) aus der Formel

a1 (1) d (1) ':;
22 () Z2() | I @)

_ 1
% (t)]®

k(t)

(21 (t) o (t) — @2 (1) T (1)) (3.18)

mit % = (i, @2)" und % = (i1, &))" berechenbar.

Beweis. Uber die Formeln (3.16) und (3.3) erhélt man

n) = (9 7 )¥@ =g (17 )x0

X" (s) = % (s 2 % "(g) = 1 % _(X(t),X(t))X )
(5) = KOO +%0)¢" (6) = sk )~ = LS )

Wegen n L x folgt dann

0,000 = g (20, (1 73 ) x0).

Das rechts stehende innere Produkt kann in diesem Fall als (2,2) —Determinante ge-
schrieben werden. m

Beispiel 3.8 Die Randkurve einer Ellipse besitzt die Standardparametrisierung (siehe
Beispiel 3.3):

Mit den beiden Ableitungen
con [ —asin(t) \ “i
k= T ) k@ =-x0
erhdlt man den Tangenten- und Normalenvektor

B 1 —asin (t) Cn(f) = -1 bcos (t)
v = ||>'<(t)||( bCOS(t>>’ (t) ||>'<(t)||<asin(t)>

mit 1% (@) = (a”sin®(t) + b” cos® (t))1/2
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sowie die Krimmung

_ 1 —asin(t) —acos(t) | _  ab
I @)|° | beos(t) —bsin(t) | |5k (#)|*

k()

Aus dieser Formel fir k(t) ist ersichtlich, dass die Extremwerte der Krimmung in

den Scheitelpunkten der Ellipse auftreten. Die Krimmung erreicht fiir t = mm ihren

b
maximalen Wert kpax = 4 und fir t = (m—|— %)77 thr Minimum mit kyy, = —

b2 a?
(meZ).

Beispiel 3.9 Die ebene Kurve (c) habe die requlire Parameterdarstellung

X(t):(f(t)> (tel

mit der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : I — R. Da keine Parametrisie-
rung nach Bogenlinge vorliegt, erhdlt man mat

Tangentenvektor und Normalenvektor von (c) in der Form

e 1+ Ef(t>)2 < ftt) ) e 1' < _fl(t) >

und weiter die Krimmung

k() =

1 1 0 ': i) |
(1 +(f (t)>2)3/2 T (1 +(/f (t)>2>3/2

Zu beachten ist, dass k (t) und f (t) stets das gleiche Vorzeichen besitzen.
Anhand der Funktionen f (t) = t* und fo (t) = t3 kann das Verhalten der entsprechen-

den Kurven (c1) und (c3) in Kurvenpunkten mit verschwindender Krimmung studiert
werden (siehe Abb. 3.11).

Xy

n X1
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a) Fir fi(t) =t* ist
)= 28 [ =0 firt=0
! (1+16t6)%2 | >0 sonst '

Bezieht man den Grenzfall ki (0) = 0 mit ein, so besitzt diese Kurve einen konvexen
Kurvenverlauf. Der Kurvenpunkt x (0) = 0 ist folglich kein Wendepunkt.
b) Fiir fo (t) =3 ist

6t <0 firt<o0
ko(t) = ———=5 4 =0 firt=0 .

(C+9 | >0 firt>o0

Mit wachsendem t geht diese Kurve bei t = 0 von einem konkaven zu einem konvexren
Verlauf iber (siehe Abb. 3.11). Der Punkt x (0) = 0 ist deshalb ein Wendepunkt der
Kurve.

Der Unterschied in der Definition des Normalenvektors n und der Krimmung k im
ebenen und rdumlichen Fall wird an dieser Kurve besonders deutlich. Gemdf$ der De-
finition des Normalenvektors fiir ebene Kurven zeigt n(t) lings der gesamten Kurve
einen stetigen Verlauf. Demgegeniiber wechselt der Normalenvektor gemdfs der Defini-

1

| ()]
wertes t = 0 die Richtung der Orientierung und existiert folglich fiir t = 0 nicht (siehe
Abb. 3.12).

tion fir raumliche Kurven | n(s) x" (s)) beim Uberschreiten des Parameter-

Die FRENETschen Formeln bleiben fiir ebene Kurven auf die Vektoren t (s) und n (s)
des begleitenden Dreibeins beschriankt und sind in der kompakten Form

(5= " () -

Der Hauptsatz der Kurventheorie kann fiir ebene Kurven wie folgt préazisiert werden:
Eine eben nach der Bogenlidnge gemif x (s) (s € I) parametrisierte Kurve (c) ist bis
auf EUKLIDische Bewegungen in der Ebene eindeutig durch eine stetig differenzierbare
Funktion & : I — R (Kriimmungsfunktion) bestimmt.

Man kann sogar eine Formel zur expliziten Bestimmung der Parameterdarstellung x (s)
fiir (c) angeben. Bei der folgenden Herleitung halten wir uns eng an die Ausfithrungen in
[Kiihn]. Die zu konstruierende Kurve (cy) mit der vorgegebenen Kriitmmungsfunktion
k (s) soll fiir einen Parameterwert sy € I durch den Ursprung x(so) = 0 verlaufen

darstellbar.
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und in diesem Punkt den Tangentenvektor to = t(so) = e; = (1,0)" besitzen. Der
Tangentenvektor von (cg) kann in der Form

_( cos(v(s))
t(s) = ( 0 ) ) (3.20)

mit einer noch zu bestimmenden Winkelfunktion v (s) (s € I) angesetzt werden. Der
Normalenvektor ist dann eindeutig durch

({0 -1 [ —sin(v(s))
n0=(1 70 )r0=("ambi
festgelegt. Aus der ersten FRENETschen Formel folgt der Zusammenhang t'(s) =
k (s)n (s). Andererseits ergibt sich aus dem Ansatz fiir t (s)

oy (=EE) Y
v =7 (T ) =y e (3.21)

und damit weiter 7' (s) = k (s). Die Integration dieser Beziehung mit dem Anfangswert
v (s0) = 0 (folgt aus der Anfangsbedingung to = e;!) ergibt

Nochmalige Integration von x’ (s) = t (s) mit x (s9) = 0 liefert die Formel

0-(20) (@) ow

Jede orientierungserhaltende EUKLIDische Bewegung im R? hat die Form

T1\ _ | cos () —sin () 21\, ( *o (3.23)
To sin (o) cos (a) To T2

mit fest gewihlten Werten a € [0, 27) und (zop, 2¢2)" € R2.

Eine Parametrisierung jeder anderen ebenen C?—Kurve (c) mit der gleichen Kriimm-

ungsfunktion & (s) wie die konstruierte Kurve (co) geht aus (3.22) durch Anwendung ei-
ner geeigneten EUKLIDischen Bewegung (3.23) auf x (s) hervor.

Beispiel 3.10 Ebene Kurven mit konstanter Krimmung k (s) = k = const. sind ent-
weder Geraden oder Kreise.

a) Ist k(s) =k =0, so folgt X" (s) = 0 und nach zweimaliger Integration beziglich s:
x(s) =xg+t(s—s0) (x0,t €R*und ||t|| =1).

b) Im Fall k (s) = k # 0 folgt mit v (s) = [ kdo = k(s — so) die Parameterdarstellung

S0

cor= [ (b= Yaro [y (1)

S0
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1
eines Kreises Sy mit dem Radius z So
. 170
und dem Mittelpunkt x,; = z\1 )
X

1
Die Parameterdarstellung jedes anderen Kreises vom Radius — in der xixo— Ebene
entsteht durch Anwendung einer EUKLIDische Bewegung der Form (3.23) auf x(s).

Beispiel 3.11 Fine ebene Kurve, deren Krimmung k(s) proportional zu ihrer Bo-

1

genlinge s ist, heifit Klothoide (oder Spinnkurve). Mit dem Ansatz k(s) = —s
a

1
(a = const., s 2 0) und sg =0 folgt v (s) = ﬁSQ und weiter die Parameterdarstellung
a
5 [ cos (52272 a C(a(s))
/ dr = — (s 20)

0 sin (#72) V2 S(a(s)) a

x(s) =

mit den beiden (nicht weiter elementar auswertbaren) FRESNEL-Integralen

e} e}

C(a) = / Cof/%ﬁ)dﬁ ; S(a)= / Sif/%md@.

0 0

Diese Integrale entstehen mit den Substitutionen

a
s=aV22a; s=0&a=0 und T =av/20; dr= dg.
V20

Der Kurvenanfang (s = 0) befindet sich im Ursprung 0. Mit den Grenzwerten

lim C(a) = lim S(«a) = T und limx(s)zg\/?(l)zxC>O
a—00 a—00 2 S$—00 2 1
1
wird sichtbar, dass die Klothoide mit immer kleiner werdendem Krimmungsradius 5 (5)
s
den Punkt X, umkreist (siehe Abb. 3.14).
1.4+
1.0
N\
05+ a=1 Xoo
/ ? \
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Kurvenfragmente der Klothoide findet man im Zusammenhang mit Trassierungen im
Verkehrswegebau. Hier geht es darum, einen stetigen Krimmungsverlauf lings einer
die Verkehrstrasse beschreibenden Kurve zu erreichen. Eine Strafle oder Bahnlinie be-
steht im Wesentlichen aus Geradenstiicken und Kreisbigen. Als Ubergangsbigen zwi-
schen diesen Kurvensegmenten verwendet man Klothoidenstiicke, die die Kriimmung
des einen Segmentes mit jener eines nachfolgenden Segmentes stetig verbinden (siehe
Abb. 3.15). Die auf ein Fahrzeug, welches sich entlang der Trasse bewegt, wirkenden
Zentrifugalkrifte sind proportional zur Krimmung des Streckenverlaufes. Eine stetige
Anderung der Kriimmung fihrt damit auch zu einer stetigen Anderung der Zentrifugal-
krifte, was sich zum einen verschleiffmindernd auf die bewegten Fahrzeugteile auswirkt
und zum anderen von den mitfahrenden Passagieren als ruhiges und gleichmdjiges
Fahrverhalten registriert wird.

Kreisbogen
. ‘ |
Krezsbogen mit ky=---

R
mitk,= 2

Ry Klothoide

s, Geradenstiick

Klothoide

3.7. Evolute und Evolvente

Die ebene Kurve (c) sei nach der Bogenlidnge geméf x (s) (s € I) parametrisiert und
habe die Kriimmungsfunktion k (s). Fiir jedes s mit & (s) # 0 ist der (c) von zweiter
Ordnung berithrende Kriimmungskreis mit dem Radius p (s) = 1/ |k (s)| definiert. Die
Mittelpunkte aller dieser in der xixo—Ebene liegenden Kriimmungskreise bilden die
Spur ¢y, einer Kurve (cy/), die man Evolute (oder Brennkurve) zur Kurve (c) nennt.
Mit s als Parameter und dem Normalenvektor n (s) der Kurve (c) erhdlt man folgende
Parameterdarstellung der Evolute:

(3.24)

Mit dieser Darstellung ist die Evolute nicht nach ihrer Bogenldnge parametrisiert!
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Bemerkung 3.9 Fine Kurve (c) mit stetig differenzierbarer streng monotoner nir-
gends verschwindender Krimmungsfunktion k (s), d.h. mit k (s) # 0 und k' (s) # 0 fir
alle s € 1, besitzt eine fiir alle s € I requldr parametrisierbare Evolute. Die Tangenten-
vektoren ty (s) der Evolute sind in jedem Kurvenpunkt parallel zum Normalenvektor
n (s) von (c) und es gilt:

Beweis. Mit der zweiten FRENETschen Formel n’ (s) = —k(s)t(s) = —k (s)x' (s)
erhdlt man:
1 E' (s
g K
(s) (k (5))

xpr (8) =x'(s) + n(s)=——=n(s).

Da tj/ (s) parallel zu %,/ (s) ist, folgt aus dieser Formel auch die Parallelitét von t,; (s)
LEC)

(k ()

zun (s). Wegen || Xy (s)]| = > 0ist (cyy) fiir alle s € I regulér parametrisierbar.

Bemerkung 3.10 Ist die Kurve (c) nach dem freien Parametert gemdff x (t) (t € I)
requldr parametrisiert, so ergibt sich mit Formel (3.18) fir k (t) und

2= (1 70 )40 =y (TRl )

(41 (75)252 + (fz2 (1) < — i3 (1) > '

a1 (1) & (t) — @2 (1) &1 (¢) iy (t)

xyr (1) =x(t) +

Beispiel 3.12 Ein Kreis mit dem Radius R und der Parametrisierung

t
n
X(?)
x(t)zR(c9s(t)) teR f
sin ()
R
. : n 1 1
besitzt die konstante Krimmung k = I und den Normalenvektor n (t) = —gX (t).

Die Evolute eines Kreises besteht folglich nur aus einem Punkt, dem Mittelpunkt des
Kreises: xpr (t) = x (t) + Rn (t) = 0.

Beispiel 3.13 (c) sei eine Parabel mit der Parameterdarstellung

x(t):(tt2> teR.
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Mit % (t) = ( 2125 ) und X (t) = ( g ) ergibt sich fir (c) die Evolute

won= () = (6 )+ 5 (1) = (oste )

die fiir alle t € R definiert ist. Allerdings liegt wegen

Sar () = ( _é?z ) und % (0) =0

fiirt = 0 keine regulire Parametrisierung vor <k (0) = O) . Die Fvolute besitzt firt =0

einen Knick und folglich ist auch der Normalenvektor im Punkt xps (0) nicht definiert
(siehe Abb. 3.18).

2
Aus © = xp = —4t2 folgt t2 = \3/ :f_G und weiter

2
y (@) = a2 = 0.5+ 32 = 0.5 + 3‘3/%'

Die Evolute zu (c) kann deshalb in einem funktionellen Zusammenhang y = y (z)
dargestellt werden und beschreibt eine als NEILsche Parabel (oder semikubische
Parabel) bekannte Kurve (siehe Abb. 3.18).

Auf eine ebene Kurve (c), die nach der Bogenldnge geméaf x (s) (s € I) parametrisiert
ist, sei ein Faden straff anliegend aufgezogen. Wickelt man diesen Faden beginnend
beim Parameterwert so stets tangential zur Kurve (c) haltend ab, so beschreibt der
Fadenanfang (s = sg) die Spur einer Kurve (cg), die Evolvente (oder Fadenlinie) der
Kurve (c) zum Parameterwert sy genannt wird (siche Abb. 3.19).

-t(s,)

X ;(8,)

N

Xg(s))

X(89) = X(S,)
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Eine Parameterdarstellung xz (s) (s 2 so) der Evolvente (cg) zu (¢) zum Wert sq erhélt
man nach der Vorschrift

xg (s) =x(s) — (s —sp)t(s) (s 259 und t(s)=x'(s)).

s ist der Bogenlidngenparameter zu (c), aber nicht von (cg), folglich liegt mit xg (s) kei-
ne Parametrisierung der Evolvente nach der Bogenldnge vor.

Satz 3.4 Bildet man zu einer ebenen Kurve (c) mit x(s) (s € I = (0,L)) die Evol-
vente mit xg (s) (s € I) zum Wert so = 0 und zu dieser Evolvente die Evolute mit
der Parametrisierung Xy (s), so gilt x(s) = xp(s) (s € I). Fine ebene Kurve ist
demzufolge gleich der Evolute threr Evolvente.

Beweis. Mit s = 0 erhélt man die Evolvente von (c) in der Form

xp (s) =x(s) — st (s).

Zur Beschreibung der Evolute von xg (s) werden die Ableitungen Xg (s) und Xg (s)
bendstigt. Mit x’ (s) = t (s) und den FRENETschen Formeln (3.19) fiir die Kurve (c)
folgt:

xp(s) = x'(s)—t(s)—st' (s) =—sk(s)n(s)
Xp(s) = —k(s)n(s)— sk’ (s)n(s) — sk (s)n’(s)
= —(k(s) +sk'(s))n(s) + sk* (s) t (s).

Mit diesen GroBen und Formel (3.18) erhélt man weiter:

e ()l = stk wnd det({s (s) ke (9)}) = K (5)
b (9) = s el (%5 (9, %5 (9) = sign (K (5)

") = (0 _(1)>"‘E(S)
SO (D) () 0 )t stk

Werden diese Grofien in der Parameterdarstellung (3.24) von x,/ (s) substituiert, so
folgt

1
Xy (8) =xp(s) + mnE (s) =x(s) —st(s)+st(s)=x(s).
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Beispiel 3.14 FEin Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt im Ursprung O hat
mit der Bogenlinge s als Parameter die Darstellung

<=r( i) Ge®.

Mit sy = 0 folgt die Evolvente
s =n( i ) (aln ) ¢z,

Bemerkung 3.11 FEvolventen treten im Zusammenhang mit Zahnradkonstruktionen
auf. Bezieht man sich auf den kreisformigen Querschnitt eines Zahnrades, so werden
fiir die Konturlinien der Zahnflanken meist Evolventen des Zahnradgrundkreises ver-
wendet. Damit wird erreicht, dass sich die Berihrungspunkte von im Eingriff befindli-
chen Zihnen zweier Zahnrdider auf einer gemeinsamen Tangente an die Grundkreise
liegen. Die Krdifte zwischen den Zahnridern werden dann stets auf mehrere gleichzeitig
im Eingriff befindliche Zdihne verteilt, was die Kraftibertragung begiinstigt.
Evolventen findet man auch auf dem Owal eines Leichtathletikstadions. Mittel- und
Langstreckenldufe werden gewdhnlich nicht in Bahnen gestartet, sondern die Ldufer
nehmen Aufstellung entlang einer Fvolvente eingangs einer Kurve. Damit legen die am
Aufenrand der Bahn startenden Ldufer die gleiche Wegstrecke zuriick, wenn sie vom
Startpunkt weg lings einer Geraden auf den Innenrand zulaufen.

3.8. Globale Theorie ebener Kurven

In diesem Abschnitt geht es um Eigenschaften periodischer (oder geschlossener) Kur-
ven, insbesondere um deren Kriimmungsverhalten. Dazu sei (c) eine ebene C?—Kurve,
die nach der Bogenlénge s geméfl x (s) (s € I) parametrisiert ist. Der Tangentenvektor
t(s) =x'(s) an (c) ist in der Form

cos (7 (s)) )
t(s) = .
= (G
mit der stetig differenzierbaren Winkelfunktion v : I — R darstellbar. Wegen der
27 —Periodizitét der cos — und sin —Funktion ist 7 (s) jedoch nicht eindeutig bestimmt.
Eine andere Funktion 7 (s), die t (s) in gleicher Weise beschreibt, kann sich aber von

v (s) nur um ein Vielfaches von 27 unterscheiden, so dass Differenzen v (s1) — v (s2)
(s1,s9 € I) stets eindeutig festgelegt sind.

Zur grafischen Veranschaulichung des Zusammenhanges zwischen den Funktionswerten
einer Winkelfunktion 7 (s) und den Tangentenvektoren t (s) verschiebt man die Fuf$-
punkte aller t (s) in den Koordinatenursprung und bildet die Spur, die aus den End-
punkten der t (s) besteht, wenn der Parameter s das Intervall I durchlduft. Die sich
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iiberschneidenden Abschnitte der Spur werden dabei in radialer Richtung etwas ausein-
ander gezogen (siehe Abb. 3.20). Den entstehenden Linienzug um den Ursprung nennt
man Tangentenindikatrix zur Kurve (c).

ty

ts

Bemerkung 3.12 Zwischen der Krimmung und der Winkelfunktion ~ (s) besteht der
Zusammenhang

v (s) =k (s), (3.25)
denn es gilt
<o = vo=ro(TREE ) =re (V) (W66 )
= 7' (s)n(s).
Vergleicht man diesen Zusammenhang mit der Definitionsgleichung fiir die Krimmung
x" = kn, so folgt (3.25).

Definition 3.11 Die ebene C"—Kurve (c) (r > 0) mit der Parametrisierung x (s)
(s € R) heifit periodisch (oder geschlossen), wenn ein S > 0 existiert und gilt

x(s)=x(s+59) fiir alle s € R.

Das kleinste S > 0 mit dieser Figenschaft wird Periode von (c) genannt.
Die ebene C"—Kurve (c) heifit einfach periodisch (oder einfach geschlossen),
wenn sie periodisch mit der Periode S ist und jede eingeschrankte Abbildung

R:[s,s+85) =R mit %(s)=x(s)

injektiv ist.

Bemerkung 3.13 Die Kurve (c) ist einfach geschlossen, wenn sie auf jedem Inter-
vall [s,s +S) keine Schnittpunkte besitzt, oder gleichbedeutend dazu, wenn es keine
Kurvenpunkte gibt, fiir die gilt

X (51) = x (s9) mit s<s5 <8 <s+S5
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einfach geschlossene Kurve: | nicht einfach geschlossene Kurve:

X(s) =x(s+S) Schnittpunkte

Beispiel 3.15 Der Kreis x (s) = (Rcos (s/R), Rsin(s/R))" (s € R; R > 0) ist ein-
fach periodisch und besitzt die Periode S = 2w R.

Definition 3.12 (c) sei eine nach der Bogenlinge parametrisierte ebene periodische
C?— Kurve mit der Periode S und der Krimmungsfunktion k (s). Die Grifle

Tc:/sk(a)do

heifit Totalkrimmung von (c).

Bemerkung 3.14 Da mit der Periodizitit von (c) auch die Krimmung k(s) eine
S—nperiodische Funktion ist, kann die Totalkrimmung auch tiber ein beliebiges Intervall
[s, s+ S| der Linge S berechnet werden, d.h., es gilt

S s+S s+S
TC:/k(a)da: /k(o)da: /7’(U)da.

Die Gleichheit zum ganz rechts stehenden Integral folgt wegen k(s) = 7' (s) (siehe
Bemerkung 3.12).

Definition 3.13 (c) sei eine nach der Bogenlinge parametrisierte ebene pe-
riodische C?—Kurve mit der Periode S wund dem Tangentenvektor t(s) =

(cos (v (s)),sin (v (s)))". Die Grofe

heifft Umlaufzahl der Kurve (c).
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Satz 3.5 Ist (c) eine nach der Bogenlinge parametrisierte C*— Kurve mit der Periode
S und der Krimmung k (s), so ergibt sich fiir die Umlaufzahl

S
1
c:_/k = Tc
2m
0

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Bemerkung 3.12 und mit

Uc=%(7(5>—7(0))=%/7 =2i/k

Satz 3.6 ( Satz von HOPF )
Fiir eine ebene einfach periodische C*— Kurve (c) ist die Umlaufzahl U, = +1 und die
Totalkrimmung T, = £27.

Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in [Kithn] S. 28.

Bemerkung 3.15 Die Totalkrimmung und damit auch die Umlaufzahl einer ebenen
periodischen C%— Kurve ist nicht nur gegeniiber (orientierungserhaltenden) Drehungen
und Translationen in der Ebene, sondern auch gegeniiber requliren Deformationen in-
variant. Die in Abb. 23 dargestellten Kurven besitzen alle die gleiche Totalkrimmung
und Umlaufzahl U, = 1. Man sagt in diesem Fulle, dass alle zur gleichen Homotopie-
klasse gehdren.
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Beispiel 3.16 Beispiele zur Umlaufzahl periodischer Kurven

Kurve Tangentenindikatriz | Umlaufzahl
t ot 4 t, .
=0
t, e
t
ty

U.=—-1
U.=3

Bemerkung 3.16 Die cbene periodische C?*— Kurve (c) mit der Periode S sei nicht
nach der Bogenlinge s, sondern nach dem freien Parameter t gemdfl x(t) (t € R)
parametrisiert, wobei der Zusammenhang s = s (t) = ¢~ (t) mit

st+T)=st)+S und x(t)=x({t+T) firaleteR

besteht. T heifit Periode der Kurve (c) beziglich der Parametrisierung x (t). Mit der
Formel (3.18) fiir die Krimmung k (t) und dem Bogenelement ds = ||x (t)|| dt erhdlt
man fir die Totalkrimmung

t+T

T - / k() % ()] dr.

t

Beispiel 3.17 Die Kurve (c) sei nach dem freien Parametert gemdf

c0-(23) e

parametrisiert. Dann st

- (i) e so-(S328)
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Zum Nachweis der Regularitit dieser Parametrisierung wird zundchst vom Gegenteil
ausgegangen, d.h., dass ein to € R mit x(tg) = 0 existiert. In diesem Fall wdre
cos (2ty) = cos (3tg) = 0 und es mifte ganze Zahlen k und [ mit

2t0:g+k7r und 3t0=g—|—l7r

geben. Daraus leitet man sofort die Beziehung }l + % = % + % und weiter 41 — 6k =1
her. Die linke Seite dieses letzten Zusammenhanges ist aber stets geradzahlig, weshalb
diese Beziehung fir kein ganzzahliges Paar k,l erfillt werden kann. Damit kann es
kein to € R mit X (tg) = 0 geben, womit die Regularitit der Parameterdarstellung x (t)
fiir alle t € R gesichert ist.

Zum Nachweis der Periodizitit von (c) ist die Giltigkeit von

sin (2t) sin(2(t+ 1)) ”
x (t) = ( sin (3¢) ) =x(t+7T)= ( sin (3 (t+ 7)) ) fir allet € R

und fir ein T > 0 zu zeigen. Wegen der 2m— Periodizitit der sin — Funktion miissen
ganze Zahlen k.l existieren, so dass gilt

2(t+1T) =2t + 2km

S(t+T) =3t +2x JiralleteR.

Daraus folgt T' =2 (I — k) 7 und damit die Periodizitit von (c). T = 27 ist der kleinste
positive Wert, der diese Beziehung erfiullt und deshalb die Periode von (c) in dieser
Parameterdarstellung. Wegen sin(km) = 0 ist x (0) = x () und damit (c) nicht einfach
pertodisch. Mit

ds = ||%(t)||dt = (4cos® (2t) + 9cos® (325))1/2 dt  und

1 ) . 12 sin (2t) cos (3t) — 18 cos (2t) sin (3t)
k = ——det ({x(t),% = 3

erhdlt man fir die Totalkrimmung von (c)

t+27
T / 12sin (27) cos (37) — 18 cos (27) sin (37)d

4 cos? (27) + 9 cos? (37)

T.
t
Der Integrand ist eine ungerade Funktion und folglich verschwindet dieses Integral tiber

dem Intervall [—m, x| (mit t = —n). Fir die Totalkrimmung und Umlaufzahl gilt des-
halb T, = 0 und U. = 0. Abb. 3.2} zeigt den Verlauf der Spur von (c).
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3.9. Aufgaben

1. Die Kurve (c) sei nach dem freien Parameter ¢ geméf x (¢) (¢ € 1) und nach dem
Bogenmafl s geméf x (s) (s € I) reguléir parametrisiert.
a) Mit der hinreichend oft stetig differenzierbaren Parametertransformation
t =¢(s) (¢:1—1) sind die Zusammenhénge (3.3) — (3.5) zwischen den 1.
und 2. Ableitungen von x (¢) und x (s) zu bestétigen.
b) Fiir eine Ellipse mit der Parametrisierung

x (t) = (acos(t), bsin (t), c)T t=>20; abceR a=b>0

sind die Bogenlénge s = s(t) (t = 0), die Formeln fiir x’ (s) und x” (s) sowie die
Kriitmmung & (¢) herzuleiten.

2. Die Kurve (c) habe mit dem Parameter ¢ € R die Darstellung
x (t) = (ae' cos (), ae'sin(t), be')" (a>0, bER).

a) (c) ist nach der Bogenldnge zu parametrisieren.
b) Es sind das begleitende Dreibein, die Kriimmung und Torsion fiir (c) zu be-
stimmen.

3. Die FRENET-Kurve (c) sei nach der Bogenlinge s gemifl x (s) (s € I) para-
metrisiert und sq ein beliebiger, aber fest gewéhlter Parameterwert. Anhand der
TAYLORschen Formel fiir x (s) in der Umgebung von sy mit dem Restglied

(s —50)° 6 (s — s0) (lim 6(5—50):0)
S— S0
sind im Rahmen dieser Approximation asymptotische Darstellungen fiir die Pro-
jektionen von x (s) auf die Schmiegebene, Normalebene und rektifizierende Ebene
im Punkt x (s¢) herzuleiten. Die Projektionskurven sind in diesem approximati-
ven Sinne zu charakterisieren.

4. Zur ebenen Kurve einer Ellipse mit der Parameterdarstellung
x (t) = (acos(t), bsin(t))" teR; (a=b>0)
ist die Evolute x, (f) zu konstruieren.

5. Von einer FRENET-Kurve (c) sei bekannt, dass ihre Kriimmung & > 0 und
Windung w konstant sind. Es ist zu zeigen, dass (c) Teil einer Schraubenlinie ist.

6. Ein diinnes flexibles Seil, welches an zwei Punkten im Raum befestigt ist und
unter seiner Eigenlast durchhéngt, kann mit einer ebenen Kurve in einem karte-
sischen zy—Koordinatensystem beschrieben werden. Aus den Grundgesetzen der
Mechanik folgt, dass zwischen den Koordinaten der Kurvenpunkte ein funktionel-
ler Zusammenhang y = y (z) besteht, der die gewohnliche Differenzialgleichung

d?y dy\*



64

3. Kurven

erfiillt. Das zy—Koordinatensystem sei so gewéhlt, dass die Seilkurve den Punkt
(0,a) enthélt und in diesem Punkt die Tangente parallel zur x—Achse verlauft.
Man gebe eine regulédre Parametrisierung dieser als Kettenlinie bezeichneten Kur-
ve an.

. Zu zeigen ist: Besitzt eine ebene Kurve (c) die Parameterdarstellung

X<t):(f§t)) tel CR

mit der zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : I — R, so ist die Evolute
zu (c) mit dem Parameter ¢ in der Form

darstellbar.

. Unter bestimmten Bedingungen ist eine ebene Kurve (c) auch in der Form

w=(2)-(5Eg) e

vy =

Mit diese Parametrisierung sind fiir die Kurve (c) der Tangentenvektor t (¢), das
Bogenelement ds (¢) und die Krimmung k (¢) zu berechnen.

. Die folgenden ebenen Kurven sind mittels Polarkoordinaten (r (¢),¢) zu para-

metrisieren (siehe Aufgabe 8). Man berechne Linge L und Kriimmung k dieser
Kurven.
a) (Logarithmische Spirale)

T(@):exp<£> —oo<p<a (a=const#0).
b) (Archimedische Spirale)

r(p)=ap 0<p<a (a=const#0).
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10. Rollt man einen Kreis mit dem Radius R auf einer Geraden ab, so durchlauft ein

11.

mit dem Kreis fest verbundener Punkt, der sich im Abstand a (0 < a < R) vom
Mittelpunkt des Kreise befindet, eine Kurve, die als Zykloide bezeichnet wird.

0 Ro 21R

a) Man gebe eine Parameterdarstellung der Zykloide an und weise die Kurven-
punkte mit regulérer Parametrisierung aus.

b) In allen reguldren Parameterpunkten ist die Kriimmung der Zykloide zu be-
rechnen.

c) Es ist die Bogenldange L der Zykloide mit @ = R nach einem vollstandigen
Abrollen des Kreises zu berechnen.

Eine FRENET-Kurve (c) mit der Parametrisierung x (s) (s € I , s Bogenlinge
von (c)) heiBt Boschungslinie, wenn sie gegeniiber einer Ebene mit dem Norma-
lenvektor ng einen konstanten Anstieg besitzt. Genauer, wenn fiir den Tangen-
tenvektor t (s) gilt (t (s),ng) = const. fir alle s € I.

Es ist zu zeigen, dass (c) genau dann eine Boschungslinie ist, wenn Kriimmung
k (s) und Windung w (s) proportional zueinander sind, d.h., wenn eine Konstante
c mit w (s) = ck (s) (s € I) existiert.






4. Flachen

Eine Fléche ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Gegeniiber einer Kurve, auf
der nur Bewegungen vor und zuriick méglich sind, kann man sich auf einer Fléche
in zwei voneinander unabhéngige Richtungen bewegen, z.B. ldngs einer Kurve, die
vollstandig in die Fliche eingebettet ist (Flichenkurve). Neben Kurven lassen sich
auf einer Flache in vielfdltiger Weise andere ein- und zweidimensionale geometrische
Objekte (Dreiecke oder beliebige durch geschlossene Kurven berandete Flachenstiicke)
unterbringen. Es erscheint sinnvoll danach zu fragen, was man darunter versteht, sich
auf einer Flidche geradeaus zu bewegen oder ob es zwischen zwei Punkten auf einer
Fléche stets eine eindeutig bestimmte kiirzeste Verbindung gibt. Ist die Flache eine
Ebene, so werden diese Fragen durch die Analytische Geometrie klar beantwortet. Be-
wegt man sich jedoch als Flachldnder z.B. auf der Oberflache einer Kugel, so ergeben
sich zum Teil andere iiberraschende Antworten. Diese Uberlegungen fithren dazu, sich
mit einer flicheneigenen Geometrie auseinander zu setzen. Man spricht von der in-
neren Geometrie einer Fliache und meint damit die Beschreibung der metrischen und
topologischen Gegebenheiten der Fliache an sich unabhingig von ihrer Einbettung in
den umgebenden Raum. Andererseits sicht ein Weltbeobachter eine Fliche als Teil-
menge des dreidimensionalen Raumes. Er wird die Kriimmung dieser Fléiche z.B. iiber
die Anderung der Flichennormale beurteilen, die der Flachlinder in dieser Weise gar
nicht wahr nimmt. Ebenso wird ein Flachldnder nicht iiber die Lage seiner Fléiche
im Raum Bescheid wissen und nicht bemerken, wenn man sie einer starren Drehung
oder Translation im Raum unterwirft. Diese Vorgénge werden der dufleren Geometrie
zugeordnet.

Zur Beschreibung einer Fliche werden zwei unabhéngige Parameter benétigt. Damit
kann eine Fliche durch Abbildungen einer Punktmenge des R? in den R? analytisch
erfasst werden. Fliachen, die uns im Alltag begegnen, sind jedoch so vielfiltig geformt,
dass es sinnvoll ist, sich (wie im Fall der Kurven) auf hinreichend glatte Fliachen zu
beschréanken. In diesem Sinne sollen Ecken, scharfe Kanten oder Spitzen von Fléchen
(z.B. Spitze eines Kegels oder Kanten und Ecken der Oberfldche eines Polyeders), in
denen der Normalenvektor nicht eindeutig definiert ist, ausgeschlossen werden. Au-
Berdem sollen diese Flichen zusammenhingend sein, d.h. nicht aus separaten von-
einander getrennten Fléchenstiicken bestehen. Mathematisch klarer ausgedriickt, es
werden Flichen betrachtet, die als Immersionen zusammenhingender Mengen des R?
in den R?® beschreibbar sind. Selbst unter diesen Bedingungen gelingt es in der prak-
tischen Umsetzung nicht immer, jede glatte Flédche vollstdndig durch eine Immersi-
on zu beschreiben. Nur fiir Teilbereiche wird es mdoglich sein, eine derartige Abbil-
dung zu definieren. Deshalb iiberdeckt man eine Fldche so mit Umgebungen ihrer
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Punkte, dass diese Mengen immersiv zu Parameterbereichen im R? in Beziehung ste-
hen.

Im Hinblick auf das Studium lokaler Eigenschaften von Flachen, d.h. von Eigenschaften,
die durch Funktionen der Flachenpunkte ausgedriickt werden konnen, ist diese Vorge-
hensweise ausreichend. Von diesen Gedankengéingen wird in der folgenden Definition
einer Flache ausgegangen.

4.1. Definitionen und Parameterdarstellung

Definition 4.1 Fin reguldr parametrisierbares Fldchenstiick ist eine auf der
offenen Menge U C R? definierte Immersion

ul Xl (UI,UQ)
X:U—=R> gemdfs u:(u2>EU—>X(ul,u2): Xy (ul,u?)
X3 (ul,u?)

Wenn u die Parametermenge U durchlduft, besteht der Wertebereich dieser Abbildung
aus allen Ortsvektoren X (u',u?). Die Menge aller dieser Ortsvektoren ist

F={XeR X=X () ; (u,u?) €U |
und heifst Spur der Fldche.

Die Koordinaten X; : U — R (i = 1,2,3) sind stetig differenzierbare Funktionen und
fiir jedes u € U besitzt die JACOBI-Matrix

0x, 0%
oul  Ou?
00X, 00X
Ix (u) = %f W‘j (4.1)
0%, 0%
oul  Ou?

den Rang 2 (rang (Jx (u)) = 2 fir alle uw € U). Ist X (u',u?) r—mal nach u* und u?
stetig differenzierbar (r = 1,2 oder 3 ), so spricht man von einem reguldr parame-
tristerbaren C"— Fldchenstiick oder kiirzer von einem C"— Flachenstiick.

Definition 4.2 Die requldren Parametrisierungen X : U — R3 und X : U — R? eines
C"—Fldchenstiickes mit X = X (u) und X = X (@) = X (P (@)) heiffen miteinander
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vertrdgliche Parametrisierungen, wenn die Transformation ® : U — U gemdf3

-

ein C"— Diffeomorphismus von U auf U ist, d.h. wenn fiir die Transformationsmatriz

;)eU—Hl:(Z;)Z'@(ﬁ)Z(g;ggi:gzg)zX”(X(ﬁ))eU

IS~

o
aa V'
OPt OP!
_ ol ou?
det (g—?) %0 firalleu e U , wobei g—({) =
ou! ou?

Ein Vergleich mit den Definitionen 3.1 und 3.2 zeigt, dass ein C"—Flédchenstiick durch
den Ubergang zu zwei unabhingigen Parametern u' und u? als direkte Verallgemei-
nerung zur Einfithrung von C"—Kurven anzusehen ist. Alle zueinander vertraglichen
Parametrisierungen einer Flache werden, wie schon fiir Kurven praktiziert, zu einer
Klasse (f) zusammengefasst, die im Weiteren regulidres Flichenstiick heiflen soll.
Da die Immersionen U — X (U) im Allgemeinen nicht injektiv sind, ist die Abbildung
(f) — § zwischen den Klassen (f) und Spuren § von Flachen nur surjektiv und man
hat deshalb deutlich zwischen Klassen und Spuren zu unterscheiden. Fiir die Unter-
suchung lokaler Eigenschaften einer Flache ist dies nicht von Bedeutung, denn dafiir
muss in Umgebungen eines Flachenpunktes lediglich eine konkrete reguldre Parametri-
sierung X (u) zur Verfiigung stehen. Globale Flacheneigenschaften, die eine Fléiche als
einheitliches geometrisches Objekt beschreiben, erfordern die Einfithrung einer Fléche
als zweidimensionale Mannigfaltigkeit.
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Definition 4.3 Eine Fliche ist eine Punktmenge § des R® zusammen mit folgenden
Forderungen (sieche dazu Abb. 4.1):
1. Zu jedem X € § existiert eine Menge §, mit X € §q, so dass gilt

S = U Sa (Z Indexmenge) .

a€el

2. Zu jeder Menge Fo gibt es eine injektive Abbildung o : o — R?, wobei jiq (Fa) = U,
eine offene Menge im R? ist.

3. Im Falle §o, N §5 # @ und mit den Abbildungen o (§a) = Ua, ps (§5) = Up ist die
Menge pio (§o NFs) offen im R? und die zusammengesetzte Abbildung

ps (1) © pa (Fa NFs) = 115 (Fa N Fs)

bildet einen C"— Diffeomorphismus.
Die Abbildungen i, heifen Karten und die Transformationen pg (uy') Kartenwechsel
oder Koordinatentransformationen.

Bemerkung 4.1 Jede Abbildung X, = pu;' : Uy, — T ist eine requlire Parametri-
sierung eines Fldchenstiickes mit der Spur §.. Aus der Forderung 2. folgt, dass diese
Parametrisierungen nun injektive Immersionen sind. Je nachdem ob eine Fldche lo-
kal oder global zu analysieren ist, wird im Folgenden auf die Definition einer Fldche
als Klasse (f) regulirer vertraglicher Parametrisierungen oder als Mannigfaltigkeit §
zuriickgegriffen.

Beispiel 4.1 Die Punktmenge einer Ebene € im R? ist durch eine Abbildung
1
X:U=R* =R gemiff u= ( 52 > €R* = X (u) = Xy +u'a+u’b

requlir parametrisierbar, wenn die Richtungsvektoren a,b im R3 linear unabhdngig
sind. In diesem Fall hat die JACOBI-Matrix Jx, deren Spalten die Vektoren a und b
sind, den Rang 2. Xy € R3? bezeichnet den Stiitzvektor der Ebene. Interpretiert man &
als Mannigfaltigkeit, so kann diese durch eine Karte p = X' : R® — R? beschrieben
werden. Man spricht in diesem Fall von einer globalen Karte.

Beispiel 4.2 Die Punktmenge § des Grafen einer iber der offenen Menge U = D, C
R? stetig differenzierbaren Funktion g : Dy — R bildet eine Fliche im R3. Diese Fliche
ist durch die Abbildung (siehe dazu Abb. 4.2):

1
X:D, =R gemifs u:<ZQ)EDg—>X(u):
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g (u',u?)

Jx(u)=1[ 0 1 mit g, 50

g1 9z

hat fir alle uw € Dy den Rang 2. Wird § als Mannigfaltigkeit betrachtet, so ist diese
mit =X : R® — D, durch eine globale Karte beschreibbar.

Beispiel 4.3 Die Einheitssphdire im R? wird durch die Punktmenge
S? = {X = (X1, X0, X3)T € R3 | X2 4+ X2 4+ X2 = 1}

definiert.

S? kann jedoch nicht durch ein requlir parametrisiertes Flichenstiick beschrieben wer-
den. Entfernt man aus S* die Punkte des Halbkreises

So={XeR’|X{+X]=1und X; 20, X =0},
so ist die verbleibende Punktmenge Sz = S? — Sy mit der Abbildung (siehe Abb. 4.5)

0<ul<2r

1
X : U—S> und U:{(22>6R2 Doz

} gemdyfs
. cos (u') sin (u?)
u = < 9 ) — X = | sin(u')sin (u?) (4.2)
U 2
cos (u?)
requldr parametrisierbar. Die Spaltenvektoren der JACOBI-Matrix

—sin (u!) sin (u?) cos (u!) cos (u?)
Jx (u) = cos (u') sin (u?)  sin (u') cos (u?)
0 — sin (u?)
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sind fiir alle u € U orthogonal zueinander und # 0. Folglich ist rang (Jx (u)) = 2 fir
alleu e U.
Die sich aus X durch eine EUKLIDische Bewegung ergebende Abbildung

X U:U—>§§:SQ—QSO gemdyfs

— cos (u') sin (u?) -1 00
i€ U-X=QX= cos (u?) mit Q= 0 01
sin (u!) sin (u?) 010

ist eine requlire Parametrisierung des Flichenstiickes S2. Die Flichenstiicke S2 und S?
iiberdecken ganz S*. Die gesamte Sphdre ist deshalb mit zwei requlir parametrisierbaren
Flichenstiicken beschreibbar (siehe Abb. 4.4).

Aus Sicht einer Mannigfaltigkeit kann die Einheitssphire als Vereinigung S* = S2U S2
der Umgebungen S2 und S2 mit den Karten p=X"': 2 5 U undi=X ': 2 U
angesehen werden.

4.2. Tangentialraum und Einheitsnormalenfeld

Eine hinreichend kleine Umgebung eines Punktes X eines reguldr parametrisierba-
ren Flidchenstiickes kann ndherungsweise durch eine Ebene, die Tangentialebene, in
diesem Punkt dargestellt werden. Da jede Ebene als eine um den Stiitzvektor X,
verschobener zweidimensionaler Unterraum des R® anzusehen ist, kann mit jedem
Flachenpunkt auch ein Vektorraum, der Tangentialraum, zu diesem Punkt verbunden
werden.

Definition 4.4 (f) sei ein regulires Fldachenstick mit der Parametrisierung X =
X (u) (u = (ut,u?)" € U) und Xo = X (ug) ein fester Flichenpunkt. Die Vektoren

0X (ug)
oul

0X (uy)

T () = ou?

und T2 (uo) =
heiffen Tangentenbasisvektoren im Punkt X, des Flichenstickes (f) beziiglich der
Parametrisierung X (u). Sind die Vektoren Ty (u) und Ty (u) in jedem Fldchenpunkt
X (u) orthogonal zueinander ((T1 (u), T2 (u)) = 0 fir alle w € U), so spricht man von
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einer GAUfSschen Parametrisierung des Fldachenstickes (f).
Den von Ty (ug) und Ts (ug) aufgespannten Unterraum

Tx, = {UeV? | U=U'T; (u)+ U’Ts(u); U',U*€R}

nennt man Tangentialraum im Punkt Xy des Flichenstiickes (f).
Der um den Stiitzvektor Xy parallel verschobene Tangentialraum wird Tangentialebe-
ne Ex, = X, + Tx, im Punkt Xo an das Flichenstick (f) genannt.

Bemerkung 4.2 Fsist ersichtlich, dass die Spaltenvektoren der JACOBI-Matriz Jx (u)
(siehe (4.1)) die Tangentenbasisvektoren Ty (u) und Tq (u) im Punkt X (u) sind. Geht
man zu einer anderen zu X () vertrdglichen Flichenparametrisierung X = X (i)
(a € U) mit der Transformation u = ® (@) (siehe Definition 4.2) iber, so besteht zwi-
schen den entsprechenden JACOBI-Matrizen Jx (u) und Jx (@) der Zusammenhang

Jx (@) = Jx (@ (1)) 70 (@) . (4.3)

Damit ergeben sich fiir die Tangentenbasisvektoren beider Parametrisierungen die Be-
ziehungen

=2 @@) 22 @)+ e @) O (@

(i=1,2).

Die Basisvektoren Ty (@) und Ty (@) der Parametrisierung X (i) sind folglich Line-
arkombinationen der Basisvektoren Ty (u) und To(u) der Parametrisierung X (u),
weshalb beide Vektorpaare den gleichen Tangentialraum aufspannen. Der Tangential-
raum und damit auch die Tangentialebene zu einem festen Fldichenpunkt sind deshalb
unabhdngig von der konkreten Fldchenparametrisierung.

Bemerkung 4.3 Abhdngig von der Parametrisierung X = X (u) eines Flichenstiickes
(f) konnen in der Spur § zu (f) folgende Kurvenspuren eingefiihrt werden.:

¢ (o) = {x€f|x=X(u",dyp=const.) mit (u',dy) €U}
¢ (d) = {xe€f|x=X(d =const.,u*) mit (d,u*)eU}.
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Diese Spuren heiffen Koordinatenlinien der Parametrisierung X = X (u) auf f.

Indem die Parameter dy und dy im zuldssigen Parameterbereich U variieren, ergeben
sich zwei Scharen von Koordinatenlinien der Parametrisierung.

Die beiden Basisvektoren T; und Ty des Tangentialraumes eines Fliachenpunktes X
kénnen durch einen weiteren Vektor N zu einer Basis im R® erginzt werden. Fordert
man, dass N in der EUKLIDischen Metrik des R? die Linge Eins besitzt, orthogonal zu
T, und T ist und {T4, Ty, N} ein Rechtssystem bildet, so ist N eindeutig bestimmt
und wird Normalenvektor der Fldche im Punkt X, genannt. Ein derartiger Norma-
lenvektor existiert in jedem Punkt eines regulir parametrisierbaren Flachenstiickes, so
dass eine Abbildung zwischen den Fldchenpunkten und den diesen zugeordeten Nor-
malenvektoren besteht. Zur Beschreibung dieses Zusammenhanges ist es zweckméfig,
von der Definition 4.3 einer Fliche § als Mannigfaltigkeit auszugehen. Damit ist ge-
sichert, dass zu jedem Fldchenpunkt X in einer Umgebung §p mit X € §Fy C § eine
Karte 1 : §o — U C R? existiert und X (u) = p~'(u) : U — Fo eine (injektive)
Parametrisierung des Flédchenstiickes §¢ ist. Zu allen Flachenpunkten X sind damit
Parametrisierungen X = X (u), Tangentenbasisvektoren T (u) und Ts (u) und die X
zugeordneten Tangentialrdume Tx angebbar. Vor diesem Hintergrund sind die nach-
folgenden Ausfithrungen dieses Abschnittes zu sehen.

Definition 4.5 FEine Abbildung
N:F—> R gemif XcF— NxecR?  wobei

a) ||INx|| =1 und
b) (Nx,U) =0 fir alle U € Tx (D.h. Nx ist fir jeden Punkt X zu allen Vektoren
U € Tx orthogonal.)
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heifit Einheitsnormalenfeld auf der Fliche § (siehe Abb. 4.7).

Bemerkung 4.4 Aus der Unabhdngigkeit der Tangentialrdume von einer Flichenpa-
rametrisierung erqibt sich, dass auch ein Einheitsnormalenfeld unabhdngig von der spe-
ziellen Wahl der Karten ist, die § beschreiben.

Bemerkung 4.5 Mit einem Finheitsnormalenfeld N kann in jedem Fldachenpunkt Xq
die Tangentialebene durch die Menge aller Ortsvektoren X beschrieben werden, die
folgende Gleichung erfiillen (siehe (2.5)):

(X —Xp,Nx,) =0.

Bemerkung 4.6 Fin FEinheitsnormalenfeld N ist jedoch nicht eindeutig bestimmdt,
denn mit jeder derartigen Abbildung ist auch —IN ein Einheitsnormalenfeld. Man kénnte
auch von Punkt zu Punkt den Richtungssinn von N dndern, d.h., sich einmal fiir Nx
und zum anderen fiir —Nx entscheiden. Ein derartiges Einheitsnormalenfeld wdre we-
gen |Nx|| = 1 zwangsliufig unstetig. Ezistiert jedoch auf § ein stetiges Finheitsnor-
malenfeld N, so kann es mit —IN nur noch ein weiteres ebenfalls stetiges Finheitsnor-
malenfeld geben. Entscheidet man sich unter der Bedingung der Stetigkeit fiir das eine
oder das andere und legt damit das FEinheitsnormalenfeld eindeutig fest, gibt man der
Fliche gleichzeitig eine Orientierung. Es zeigt sich aber, dass nicht auf jeder Fliche
ein stetiges Finheitsnormalenfeld existiert und damait nicht jede Fldche orientierbar ist
(siehe Beispiel 4.6). Orientierbarkeit einer Fliche bedeutet im anschaulichen Sinne die
Moaglichkeit, sich fiir eine von zwei threr Seiten zu entscheiden.

Definition 4.6 FEine Fliche § (im Sinne der Definition 4.3) heifit orientierbar, wenn
auf § ein stetiges Finheitsnormalenfeld N existiert.

Ist die Fliche § orientierbar, so ist durch die Wahl eines stetigen Einheitsnormalen-
feldes eine Orientierung von § gegeben und § heifst dann orientierte Fldche.
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Ein C?—Flichenstiick §y, welches mit einer Karte gemi u : §o — U bzw. der in-
jektiven Parametrisierung X = p~! beschreibbar ist, kann stets orientiert werden.

X
_ 2 (:‘) (i=1,2) auf U
stetige Vektorfunktionen. Ein Einheitsnormalenfeld auf §j ist durch Bildung des Vek-

torproduktes der Tangentenbasisvektoren mit anschlieBender Normierung berechen-
bar:

In diesem Fall sind die Tangentenbasisvektoren T; (u)

T (u) x Ty (u)
T (u) x Ty (u)]

Nx (u)=N(u) = ucl. (4.4)
Liegt eine Flichenparametrisierung vor, so wird im Weiteren das Einheitsnormalen-
feld mit Nx (u) oder N (u) bezeichnet. Mit der Zuweisung (4.4) ist eine Abbildung
verbunden, die jedem Parameterpaar u = (u',u?) € U einen Vektor N (u) der Ein-
heitssphiire S? = {X € R3 | ||X]| = 1} zuweist. Gem#B dieser Abbildung wird der an
jedem Flachenpunkt X (u) angeheftete Normalenvektor N (u) parallel in den Ursprung
des R? verschoben.

Definition 4.7 Es sei (f) ein C®—Flichenstiick mit der Parametrisierung X (u)
(u € U) und dem Einheitsnormalenfeld N (u). Die Abbildung

X71 (11) X X72 (11)

X:U — S? gemdﬂuGU%Xu:Nu:
(W =N = X <X, @]

€S? (4.5)

heifft GAUSB-Abbildung (oder Normalabbildung) von (f) in der Parametrisierung
X (u).

Eine Flache ist damit geméfl Definition 4.6 genau dann orientierbar, wenn es eine re-
gulére Parametrisierung gibt, in der die GAUB-Abbildung stetig ist.

Ein Tripel, bestehend aus den Tangentenbasisvektoren T4 (u), T5 (u) und dem Norma-
lenvektor N (u), heifit begleitendes Dreibein im Flichenpunkt X (u) der Fléchen-
parametrisierung. Aus der Injektivitdt der Parametrisierung und der Stetigkeit der
Tangentenbasisvektoren folgt die Stetigkeit von N (u) auf §o. Wird N (u) gemif (4.4)
gebildet, so stellt die geordnete Vektorfolge {T; (u), T2 (u),N (u)} des begleitenden
Dreibeins fiir jedes u € U ein Rechtssystem dar. Man spricht deshalb im Zusammen-
hang mit dieser Wahl eines Einheitsnormalenfeldes von einer positiv orientierten Fléache
So- Bei einer Entscheidung fiir —IN (u) ist §p negativ orientiert.

Bemerkung 4.7 Geht man zu einer anderen Flichenparametrisierung X = X (i) mit

0P
der Transformationsmatriz 7a tiber, so spannen die daraus folgenden Tangentenba-
a

sisvektoren T+, Ty die gleiche Tangentialebene auf wie die Vektoren Ty, Ty der Para-

0P
metrisierung X = X (u). Ist det (6__> > 0, so haben beide Basissysteme die gleiche
a
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P
Orientierung und folglich ist Nx (@) = Nx (u). Im Falle det (g—_) < 0 kommt es
a

jedoch zu einem Wechsel in der Orientierung der Basis T, Ts, woraus ein Vorzei-
chenwechsel des Normalenvektors resultiert: Nx (@) = —Nx (u).

Eine Fliche §, die mit einer globalen Karte vollstdndig beschreibbar ist (siehe Beispiele
4.1 und 4.2), kann nach diesen Betrachtungen stets orientiert werden. Existiert fiir §
keine globale Karte, so gibt es zu jedem Flachenpunkt zumindest ein Flachenstiick,
das nur durch eine Karte beschreibbar ist und eine Orientierung im beschriebenen
Sinne ermoglicht. Man stellt deshalb fest, dass jede als Mannigfaltigkeit definierbare
C?—Fliiche stets lokal (d.h. in Umgebungen der Flichenpunkte) orientierbar ist. Eine
derartige Fléche ist auch global orientierbar, wenn es gelingt, diese lokale Orientierbar-
keit tiber die Kartenwechsel vertriglich (d.h. unter Beibehaltung der gleichen Orientie-
rung) von Flichenstiick zu Flichenstiick auf ganz § auszudehnen. Diese Uberlegungen
fithren zu folgender notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir die Orientierbarkeit
einer Flache.

Satz 4.1 Fine zusammenhdngende Fldche § ist genau dann orientierbar, wenn es eine
Familie von Karten pio : §o — U, (bzw. Parametrisierungen X, = u;l Uy = Fa)
qibt, so dass

a)§=U Fa ( Fa ist fir jedes o zusammenhdingend ) und
acl
b) fiir jedes Indexpaar o, f € T mit Fo N§p # @ und der Transformation

P
u=® () =X, (X3 (1)) gilt det (g—ﬁ) > 0 fiir alle 0 € Ug mit Xg (@) € §o N §p-

Beweis. (skizziert)
a) Ist § orientierbar, so existiert auf § ein stetiges Einheitsnormalenfeld N, welches
vom Flédchenpunkt X, aber nicht von der konkreten Parametrisierung X (u) abhéngt.

Fiir § als Mannigfaltigkeit gibt es eine Familie von Fliachenstiicken §, mit § = |J Sa
a€el

und entsprechende (injektive) Parametrisierungen X, = ;! : U, — Fo. Es ist dann er-
reichbar, dass fiir die Matrix B (u) = {T; (u), T3 (u),Nx}, deren Spaltenvektoren die
Vektoren des begleitenden Dreibeins im Punkt X = X, (u) sind, stets det (B (u)) > 0
fir alle u € U, und jedes o € T gilt. Sollte fiir eine Parametrisierung X, (u) die
Determinante von B (u) negativ sein, so erreicht man mit der Parametervertauschung
u = (u',v?) — u = (v u') eine Vertauschung der Tangentenvektoren, aber kei-
ne Verinderung von Nx (Nx ist unabhéngig von der Parametrisierung!) und damit
det (B (1)) > 0. Sind §, und §s Flichenstiicke aus dieser Familie mit §, N Fs # @
und der Parametertransformation u = @ () = X! (X (@) fiir alle @ € Uy, wobei
Xp (@) € §oNFp, so gilt fiir die Matrizen B (u) und B (@) der begleitenden Dreibeine
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in den Flachenpunkten von §, N §s der Zusammenhang
_ 2 0
B(u)zB(u)( 0 1).

Wegen det (B (u)) > 0 und det (B (1)) > 0 muss zwangsliufig det (32) > 0 sein.
b) Existiert wie angegeben eine Familie von Fléchenstiicken §,, so kann auf jedem dieser
Fléchenstiicke ein stetiges Einheitsnormalenfeld geméf

T; (u) x Ty (u)
T (u) x Ta (u)]

Nx = uel, X=X(u)

angegeben werden. Wegen det (%—%’) > ( besitzen bei einer Umparametrisierung die

Tangentenbasissysteme {T;, T2} und {Tl,Tg} die gleiche Orientierung, woraus die
Gleichheit der Normalenvektoren folgt:

_ Ti(w) xTy(u) T1(ﬁ) X?z(
[Ty (u) x To(w)]| || Ty (@) x T2

\C/I

NX = Nx.

ol

)l

Damit setzt sich die Stetigkeit von Nx iiber die Kartenwechsel auf § fort. m

Beispiel 4.4 Eine Fliche §, die durch eine stetig differenzierbare Funktion g : Dy C
R? — R erzeugt wird, besitzt eine globale Karte (siche Beispiel 4.2) und ist damit stets
orientierbar. In jedem Flichenpunkt X (u) bilden die Vektoren

1 —ga

Ti(w=| 0 |; To(w=| 1 |; N(u=

—g2
g1 g2 1+ 9,21 + 9,22 1

ein positiv orientiertes begleitendes Dreibein und N (u) ist ein stetiges Einheitsnorma-
lenfeld. Die Ortsvektoren X = (z,v, z)T der Tangentialebene an § im Flichenpunkt
Xo = (T0,%0,20 =g (xo,yo))T werden durch die Gleichung

z2—20=91(x—x0)+ 92y — )

beschrieben.

Beispiel 4.5 Mit der Parametrisierung X (u) des Flichenstiickes Sg der Einheits-
sphire S* (siehe Beispiel 4.3) erhilt man in den Punkten von Si die begleitenden
Dreibeine (siehe Abb. 4.8)

— sin (u!) sin (u?) cos (u') cos (u?)
T (u) = CcoS (ul)osin (u?) ; To(u)=| sin (ul) C(OSQ()’LLZ) ; N(u)=-X(u).
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Daraus folgen sofort die begleitenden Dreibeine der Parametrisierung X (i) = QX (1)
(e U =U) in den Punkten des Flichenstiickes S§ von S2:

Ty (6) = QT, (@); T» (1) = QT, (8); N(8) = —QX (@) = —X (7).

Da SZ und S2 zusammen die Binheitssphire vollstindig tiberdecken, existiert mit N =
—X und || X]|| = 1 auf S?* ein stetiges Einheitsnormalenfeld, womit S* orientierbar ist.
Die beiden Parametrisierungen X (u) und X (@) sind GAUfische Parametrisierungen
und die begleitenden Dreibeine bilden in jedem Flichenpunkt ein orthogonales Basis-
system im R3.

Beispiel 4.6 Unter einem Mobius-Band versteht man ein langes Band konstanter
Breite, wobei ein Ende gegentiber dem anderen um 180° verdreht und dann mit dem an-
deren Ende verklebt ist. Dieses Band bildet eine Fliche § im R®, die nicht orientierbar
ist. Dies resultiert aus folgender Uberlequng: Bewegt man sich lings einer geschlossenen
Kurve, die auf dem Band verlduft und dieses einmal vollstindig umrundet, wobei ein
Vektor mitgefiihrt wird, der stets normal zur Fldche gerichtet ist und sich stetig lings
der Kurve dndert, so stellt man nach einer vollen Umrundung der Kurve fest, dass die
Vektoren im Ausgangs- und Endpunkt nicht ibereinstimmen. Dieser Versuch kann mit
einer beliebigen derartigen Kurve bei verschiedenen Ausgangspunkten wiederholt wer-
den; stets erhdlt man im gemeinsamen Anfangs- und Endpunkt verschieden gerichtete
Normalenvektoren. Es kann deshalb fiir das MOBIUS-Band kein stetiges Einheitsnor-
malenfeld geben und eine Orientierung des Bandes im Sinne der Definition ist nicht
maoglich.

Eine Parametrisierung des MOBIUS-Bandes kann in Form einer Regelfliche (siche
Abschnitt 4.9) wie folgt angegeben werden.:

cos (ut) cos (u') cos (u'/2)
X (u',u?) = | sin(u') | +u*| sin(u')cos(u'/2) |; (v’ v?) eRx(=1,1).
0 sin (u'/2)
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4.3. Erste metrische Fundamentalform

Ziel dieses Abschnittes ist es, auf Flachen ein Maf} einzufithren, mit dem z.B. die Léinge
einer Kurve, die ganz auf der Fliche verlduft, oder der Inhalt eines flichenhaften Be-
reiches bestimmt werden koénnen. Dieses Mafl benutzen Flachlander, wenn sie geo-
metrische Objekte auf einer Fliche vermessen. Dabei handelt es sich nicht um eine
“MefBlatte” im herkémmlichen Sinne, sondern man muss zu “infinitesimal kleinen”
Groflen zuriickgehen, die mit Vektoren aus den Tangentialriumen der Flachenpunkte
beschrieben werden. Durch nachfolgende Integrationsprozesse lassen sich damit die an-
gestrebten Mafle berechnen.

Im Weiteren sei (f) eine Fldche im Sinne der Definition 4.1 mit einer bekannten Pa-
rametrisierung X = X (u) (u D= U). Eine Kurve (c), deren Spur ¢ in der

Spur f von (f) enthalten ist, heiit Flichenkurve. Parametrisierungen x (t) (¢ € I) ei-
ner Fliachenkurve kénnen mit der Parametrisierung der Fliche (f) wie folgt verbunden
werden:

x(t)=X(u(t) =X (u'(t),v*(t)) mit u(t)eU firalletel.
Zur Bestimmung der Linge L = [ ds von (c) (siehe Definition 3.5) muss das Bogen-

T
element ds = ||x ()| dt festgestellt werden. Mit
X X
x(t) = %ul - %uz =Jx (u(t)u und

@I = Ge(t),% () = Ix () 0, Ix (u(t) @) = (Gx (u(t)) i, )

erhalt man

ds = \/(Gx (u(t)) 0, 0)dt.

Definition 4.8 Die Matrix

Gox(u) = T () I () = (G200} G2 ) (1.6)

heifst erste metrische Fundamentalgrdofie und die Koeffizienten

_ (0X(u) OX(u)) o
Gij (u) = ( o 9 ou = (Tl (LI) ,Tj (ll)) 1,] = ]_, 2 (47)
Metrikkoeffizienten der Fliche (f) im Punkt X mit der Parametrisierung X =

X (u).
Die auf dem Tangentialraum Tx definierte bilineare Abbildung
Gx () : Tx xTx —R gemdf

U:U1T1+U2T2

V1T, e, © Tx = @x(UV) =Gy UV eR

nennt man erste metrische Fundamentalform der Fliche (f) im Punkt X.
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Bemerkung 4.8 Die Matrix Gx ist symmetrisch und positiv definit. Die Symmetrie
folgt aus G1o = (T1,Ty) = (T2, T1) = Go1. Da stets eine regulire Flichenparametri-
sterung vorausgesetzt wird, sind die Tangentenbasisvektoren Tq, Ty in jedem Fldchen-
punkt linear unabhdngig. Folglich ist

|UMT, + UPT|[* = (UMTy + UPT,, U'T, + UT,)
1 1
= (U17U2)GX(52)>0 fiir alle (gz>7é0,

woraus die positive Definitheit von Gx sich ergibt. Gx ist genau dann eine Diagonal-
matriz, wenn es sich bei X (u) um eine GAUfsche Parametrisierung (siehe Definition
4.4) handelt.

Bemerkung 4.9 Hdufig bezeichnet man die Metrikkoeffizienten mit den urspriinglich
von GAUS eingefiihrten Buchstaben E = G11, G = G und F = G153 = Gy, womit die
Fundamentalgrifie die folgende Form annimmdt:

GX“”:(F(u) G(u))'

Bemerkung 4.10 Geht man zu einer anderen Fldchenparametrisierung X (@) mit der
_ oP

Transformation u = ® (@) tber, so entsteht mit Jx (@) = Jx (P (1)) 7 (@) (siehe
u

(4.3)) der nachfolgende Zusammenhang zwischen den metrischen Fundamentalgrifien

Gx und Gx beider Parametrisierungen
x (4) Ehl (w) x (@ (1)) Ehl (1) (4.8)
Gx (1) = — (1 Gx (® (u — () | . 4.8

Demgegentiber ist die metrische Fundamentalform unabhingig (invariant) von einer
Flichenparametrisierung und es gilt

GijUiVj = GZ]UlV]
, U! o®\ ' [ Ut 178 od\ "/ V!
() () e ()2 (8) o

Bemerkung 4.11 Haben die beiden Flichenkurven (ci) und (c3) mit den Parame-
trisierungen x; (t) = X (uw; (t)) (t€1l; ;i=1,2) einen gemeinsamen Schnittpunkt
x1 () = X3 (ty) = X, so schliefen die Tangentenvektoren U; = %; (t;) = Tyul (;)
an die Kurven in diesem Punkt X den Schnittwinkel v = < (Uy, Usg) ein und es gilt

cos () (U, Uz) _ (Gxt (1), 2 (t2)) . (4.10)

N AN \/(foh (t1), g (t1))\/(Gxﬁ2 (t1), 02 (t2))
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Aus (4.10) und Bemerkung 4.10 geht hervor, dass cos () und damit auch vy unabhdingig
von der Fldchenparametrisierung sind.

Bemerkung 4.12 Zur Flichenberechnung greift man auf ein Fldchenelement dF

zuriick, welches tiber das Vektorprodukt der “infinitesimal kleinen” Tangentenvektoren
Tydu', Todu?® gebildet wird (siehe Abb. 4.11):

dF = || T, x Ty du'du®.

dF =||T,x T, || du'du?

Mit der LAGRANGEFEschen Identitit (2.2) ergibt sich

(T1,T1) (T1,T2)

(Tz, Tl) (Tg, Tg) = det (Gx)

||T1 X T2||2 = (Tl X T2,T1 X TQ) = ‘

und weiter
dF = /det (Gx (u))du'du?. (4.11)

Fiir einen Parameterbereich Uy C U berechnet man den Inhalt A des Fldchenstiickes

X (Uy) aus
A://dF://\/MduldUQ.
Uo

X (Uo)

Beispiel 4.7 Fir jeden Punkt einer Ebene (siehe Beispiel 4.1) erhdlt man die kon-
stanten Tangentenbasisvektoren T1 = a, Ty = b und damit die konstante Fundamen-

talgrope
o (3 63)
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Bilden die Richtungsvektoren a,b im R? ein Orthonormalsystem, so ist Gx = I und
folglich

ds = \/ (W (1) + (a2 (t)%dt ;  dF = dutdu?.

Damit sind die metrischen Verhiltnisse auf € analog denen im R2.

Beispiel 4.8 Fiir eine durch die stetig differenzierbare Funktion g : D, C R* — R
gebildete Fliche (siehe Beispiele 4.2 und 4.4) ergibt sich die Fundamentalgrdfe

Go— (197 9292 )
9192 1+ 9,22
Das Flichenelement dF ist mit dF = \/1+ g% + g% du'du® gegeben.

Beispiel 4.9 Fiir die Einheitssphire S? (siche Beispiel 4.3) leitet man mit der Para-
metrisierung X = X (u) fiir S3 und den im Beispiel 4.5 angegebenen Tangentenbasis-
vektoren die Fundamentalgrofie

G () - (40 1)

ab. Das Flichenelement ist mit dF = sin (u?) du*du® (0 < u® < ) gegeben.

4.4. Zweite metrische Fundamentalform

Ein Weltbeobachter im R? wird an einem Maf interessiert sein, mit dem er die Kriimm-
ung im Raum quantitativ beurteilen kann. Es ist naheliegend, ein solches Mafl in Ana-
logie zur Kriimmung einer Kurve im Raum einzufiihren. Diese wurde (siehe Def. 3.8) als
Ableitung, oder anschaulich ausgedriickt, als Anderungsgeschwindigkeit des Tangenten-
vektors der Kurve definiert. Die Geschwindigkeit, mit der sich der Tangentenvektor be-
ziehungsweise die Richtung der Kurventangente édndert, bildet die Grundlage zur Mes-
sung der Kurvenkriimmung. Die Rolle der Tangente einer Kurve iibernimmt bei Flachen
die Tangentialebene. Die Lage dieser Ebene im Raum wird eindeutig durch ihren Nor-
malenvektor bestimmt. Es erscheint deshalb sinnvoll, von der Anderungsgeschwindigkeit
(Ableitung) des Normalenvektors in Abhéngigkeit von einer Richtung, in die man sich
auf der Fliache bewegt, als Ma$ fiir die Flachenkriimmung auszugehen.

In diesem Abschnitt sei (f) ein orientiertes Fldchenstiick mit der Parametrisierung
X (u) (ueU) und dem glatten Einheitsnormalenfeld N (u). Auf (f) verlaufe eine
Fliachenkurve mit der Parametrisierung x (¢) = X (u(t)) (¢t € I) und dem Tangenten-

X . "
vektor x (t) = T{ﬂ = o' T; + 4*Ty. Fiir die Ableitung (Anderungsgeschwindigkeit)
u'L

von N entlang der Kurve ergibt sich

. dN  ON ON A
N=2 oy T N
dt 8u1u +8u2u A%
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Wegen |N|”> = (N,N) = 1 ist 4 (||N||2) =2 (N,N) — 0 und damit N in jedem
Kurvenpunkt x (¢) ein Vektor aus dem Tangentialraum Ty des Flachenstiickes. In
jedem Kurvenpunkt x (¢) wird damit dem Tangentenvektor x () € Ty der Vektor

N (u(t)) e Ty zugeordnet.

Die Ableitung des Einheitsnormalenfeldes N in einem festen Flachenpunkt X ist folglich
nur vom Tangentenvektor der Kurve in diesem Punkt abhéngig. Allen Kurven x (),
die durch X verlaufen und an dieser Stelle den gleichen Tangentenvektor x (t) = U =
U'T, + U2T, besitzen, wird die gleiche Ableitung Nx zugeordnet. Es kann deshalb
zu jedem festen Punkt X eine Abbildung definiert werden, die jedem Tangentenvektor
U € Tx die Ableitung des Einheitsnormalenfeldes Nx € Tx in Richtung U zuordnet.
Diese Abbildung ist offensichtlich linear.

Definition 4.9 Die Abbildung Wx : Tx — Tx gemdf
U = U1T1 -+ U2T2 eTx — Wx (U) = — (UIN,l + U2N72) e Tx (412)

heifit WEINGARTEN-Abbildung.
Die bilineare Abbildung Lx (-,-) : Tx X Tx — R gemafs

UVeTx — Lx(U,V)=Wx(U),V)eR (4.13)

nennt man zweite metrische Fundamentalform.

Bemerkung 4.13 Mit den Basisdarstellungen U = U'T, + U?Ty und V = VT, +
V2T, erhdlt die zweite metrische Fundamentalform die Gestalt

LX (U7V) == (N,iv T]) U'V? = <U17 U2) LX < 52 > )
wobei

_( Lii Ly
Lx = ( Lot Lo ) (4.14)

LZ] - — (N,Z7Tj) —- — (NJJX.’]) Z,j - ]., 2. (4.15)

und

Die Matriz Lx wird im Folgenden zweite metrische FundamentalgrdfSe genannt.
Aus der Orthogonalitit NLT,; =X ; (j = 1,2) leitet man

0

Ozaui(

N (u),T; (u)) = (N,; (u), T; (u)) + (N (u), X j; (u))
ab. Damit ergeben sich folgende Ausdriicke fiir die Koeffizienten von Lx (u):

Lij (n) = = (N; (), T; (w)) = (N (), X j; (u)) . (4.16)
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Mit dem Satz von SCHWARZ iber die Vertauschbarkeit stetiger zweiter Ableitungen
erhdlt man:
Lip=(N,X21) = (N,X12) = Ly

und damit die Symmetrie der Matriz Lx. Im Allgemeinen ist jedoch Lx nicht positiv
definit. Es ist auch iblich, die Koeffizienten von Lx in der folgenden (wieder auf GAUS
zuriickgehenden) Weise zu bezeichnen:

Bemerkung 4.14 Es liegt nahe, die Bilder der WEINGARTEN-Abbildung, die zu-
ndchst in der Basis N 1, N o gegeben sind, auch in der Tangentenbasis T, Ty darzustel-
len. Dazu muss die Basistransformation N; = bT; (i = 1,2) vorgenommen werden.
Mit

—Lj, = (N, Ty) =b" (T, T) = b," G

ergibt sich unter Beachtung von G G* =87 fir die Transformationskoeffizienten:
b = b6 = b"GpG* = —Ly,G* = —L7 .

Die daraus resultierenden Darstellungen fiir die Ableitungen des Finheitsnormalenfel-
des 4 ‘
N,=-L’T;=—-LyG"T; i=1,2 (4.17)

heiffen Ableitungsgleichungen nach WEINGARTEN. Symbolisch kinnen diese
Gleichungen in zusammengefasster Form wie folgt geschrieben werden:

N (T
< N; ) = —LxGy' ( T; ) : (4.18)

Bemerkung 4.15 Mit einem Tangentenvektor U = U'T; erhdlt man fiir die WEIN-
GARTEN-Abbildung

Wx (U)= -UN,=U'L/T; =U'Ly,G¥T; =W/ T; =W, (4.19)

wobei zwischen den Koordinaten von U und W der Zusammenhang
) o . 1 1
Wi = LyG¥U' = LU bzw. ( %2 ) = Gx'Lx ( 52 ) (4.20)

besteht.

Bemerkung 4.16 Beim Ubergang zu einer anderen Flichenparametrisierung X ()

b o
mit der Transformationsmatriz g—_ und det (?9_—) > 0 bleibt die Richtung des Ein-
a u

ou

zeichenwechsel der Normalenrichtung (siehe Bemerkung 4.7) und damit auch zu einem

P
heitsnormalenfeldes N unverdndert. Im Falle det <8—) < 0 kommt es zu einem Vor-
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Vorzeichenwechsel in der WEINGARTEN-Abbildung. Mit der Transformation (4.9) be-
steht zwischen den zweiten Fundamentalgrofien Lx und Lx beider Parametrisierungen
der Zusammenhang

D =+ (2 w) e (%0 w),

wobei das Minuszeichen im Fualle det | — | < 0 zu nehmen ist. Bei einer orien-

ou
tierungstreuen Parametertransformation bleibt die zweite metrische Fundamentalform
mvariant:
LUV’ = £L;U'U7.
Lediglich im Falle einer Umorientierung der Fliche dndert sich das Vorzeichen dieses
Ausdruckes.

Beispiel 4.10 Das FEinheitsnormalenfeld einer Ebene (siehe Beispiel 4.1) ist konstant:

axb

la > b

Damit verschwinden alle Ableitungen N ; von N und folglich auch die WEINGARTEN-
Abbildung: Wx (U) =0 und Lx (U, V) = 0.

Beispiel 4.11 Ist eine Fliche durch eine Funktion X3 = g (u*,u?®) gegeben, so erhilt
man direkt aus den Formeln fir die begleitenden Dreibeine (siehe Beispiel 4.4)

Lj; = —(N,;T;)=(N,T,;) = 9ji und

31+ 9,21 + 9,22
Ly — 1 < gi1 g2 ) _
/1 + 9,21 + 9?2 gi2 922

Beispiel 4.12 Die Einheitssphire S* hat das Einheitsnormalenfeld N (u) = —X (u)
(siehe Beispiel 4.5). Damit ist N; = =X ; = =T, und folglich die WEINGARTEN-
Abbildung Wx (U) = U fiir alle U € Tx. Die zweite metrische Fundamentalform ist
gleich der ersten: Lx (U, V) = Gx (U, V).

4.5. Krimmung

Die Kriimmung einer Fliche (f) wird zuriickgefithrt auf die Kriimmung von Kurven,
die auf (f) verlaufen. Die Kriimmung ist deshalb nicht mehr ein einfacher Zahlenwert
(skalare GroBe), der einem Flachenpunkt X zugeordnet ist, sondern hiangt auch von
einer “Richtung” aus dem Tangentialraum Tx ab.
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Es sei X (u) (u € U) eine Parametrisierung von (f) und x (s) = X (u(s)) (s € I) die
Parametrisierung einer auf der Flidche verlaufenden Kurve (c) nach der Bogenldnge
s. Tangentenvektor t (s) = x’(s) von (c¢) und Normalenvektor N (u(s)) der Fliche
(f) im Punkt X (u(s)) kénnen mit P (s) = N (u(s)) x t(s) zu einer orthonormalen
Basis des R? ergiinzt werden. Die Kriimmung % (s) und der Hauptnormalenvektor n (s)
der Kurve (c) stehen mit x” (s) in der Beziehung x” (s) = k (s)n(s) (siehe (3.6) mit
(3.8)). Wegen n (s) Lt (s) ist n(s) und damit auch x” (s) eine Linearkombination von
N (u(s)) und P (s) (siche Abb. 4.12):

x"(s) = (x",N)N(u(s))+ (x",P)P(s)
kn (s)N(u(s)) + ky ()P (s) =k(s)n(s). (4.21)

"= k(s)n(s)

Aus der Orthogonalitéit von N und P folgt auBlerdem k% (s) = k2 (s)+k2 (s) .

n

Definition 4.10 Die Grifie
kn (s) = (x" (s),N) = k (s) (n(s),N) mit N =N (u(s)) (4.22)
heift Normalkriimmung und die Grofe
kg (5) = (%" (s) , P (s)) = (x" (s) ,N x t (5)) = [N, x' (), x" (5)] (4.23)

geoditische Krimmung der Kurve (c) mit der Parametrisierung x(s) im
Fliachenpunkt X (u (s)).

Geometrische Interpretation der Kriimmungen £k, und £,:

Die von t (s) und P (s) aufgespannte Ebene Er ist identisch mit der im Punkt x (s) =
X (u(s)) angehefteten Tangentialebene Ex. Senkrecht zu Ez steht die ebenfalls den
Punkt X (u(s)) enthaltende und von t und N aufgespannte Ebene Eyn (siehe Abb.
4.13). Die orthogonalen Projektionen der Flichenkurve x (s) in einer hinreichend klei-
nen Umgebung von X (u (s)) auf diese Ebenen fiithren zu ebenen Kurven xy (s) C Ex
und x7 (s) C Er (s ist nicht mehr der Parameter der Bogenlange fiir xy (s) und

xr (s)!).
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Der Kriimmungskreis S in der von t und n aufgespannten Schmiegebene zum Kur-
venpunkt x (s) beriihrt die rdumliche Kurve an dieser Stelle von zweiter Ordnung und
besitzt den Radius 1/k (s) (siehe Abschnitt 3.3). Damit beriihren sich auch die ent-
sprechenden orthogonalen Projektionen Sy, xy auf En und Sp, xp auf Et beider
Kurven im Punkt x (s) von zweiter Ordnung und besitzen deshalb in diesen Punkten
auch die gleiche (orientierte) Kritmmung. Die Projektion Sy des Kriitmmungskreises
S auf die Ebene Ey ist eine Ellipse mit den Hauptachsen % und % |(n, N)|. Entspre-
chend ist Sr eine Ellipse mit den Hauptachsen ; und 7 |[(n, P)|. Im Beriihrungspunkt
x (s) hat nach Beispiel 3.8 die Ellipse Sy eine minimale Kriimmung mit dem Be-
trag
L |(n, )|
2
(+)
Fiir den Betrag der Kriimmung der Ellipse S7 im Berithrungspunkt x (s) erhélt man
ebenso den Wert |k, (s)|. Folglich sind die Betrige der Normalkriimmung und der
geodatischen Kriimmung gleich den Betrégen der Kriimmungen der ebenen Kurven

xy ($) und x7 (s) im Punkt x (s). Dieser Zusammenhang kann als Rechtfertigung ange-
sehen werden, die Gréfien k,, und k4 als Kriimmungen zu bezeichnen.

= [(kn, N)| = [(x" (s) ,N)| = [k (s)] -

Die geodatische Kriimmung beschreibt den Teil der Kurvenkriimmung, der in der
Fléache selbst liegt. Ein Flachldander nimmt nur diesen Teil der Kurvenkriimmung wahr.
Die geoditische Kriimmung ist deshalb eine innergeometrische Grofle der Fléche und
wird im Abschnitt 4.8 weiter untersucht.

Die Normalkriimmung beschreibt die Kriimmung entlang der Kurve eingebettet in
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den dreidimensionalen Raum. Ein Flachldnder kann diese Kriimmung nicht wahrneh-
men.

Bemerkung 4.17 Durch Ableitung des Tangentenvektors x' (s) = X ; (u?)" einer Fli-
chenkurve x (s) = X (u(s)) erhdlt der Krimmungsvektor X" (s) die Form

x" (s) = X j; (w!)" (u') + X (v)".

Beriicksichtigt man noch, dass (X ;,IN) =0 (i,j = 1,2) ist, so entsteht damit fir die
Normalkrimmung dieser Kurve der Ausdruck:

b = (X", N) = (X33, N) (&) (u')" = Lij (/)" ()" = ()" Loy’

Aus dieser Darstellung wird deutlich, dass die Normalkrimmung einer Flichenkurve
nur vom Tangentenvektor x' (s) = X ; (u?) im Flichenpunkt x (s) = X (u (s)) abhdingt.
Alle durch einen festen Flichenpunkt verlaufenden Kurven x (s), die in diesem Punkt
den gleichen Tangentenvektor x' (s) ( mit ||x' (s)|| = 1 ) besitzen, haben die gleiche
Normalkrimmung (Satz von MEUSNIER; siehe [Wiins|). Folglich kann von einer spe-
ziellen Flachenkurve abgesehen und einem Flichenpunkt X eine Normalkrimmung in
Richtung eines Einheitsvektors U = U'T; € Tx zugeordnet werden:

fn = Lx <U’U) = LZJUZUJ mat ||U||2 = Gx (U7U) = GUUlUJ =1.

Man spricht deshalb von der Normalkrimmung k,, einer Fliche (f) im Punkt X in Rich-
tung U € Tx. k, ist damit allein durch die zweite metrische Fundamentalform bzw.
wegen Lx (U, U) = (Wx (U),U) durch die WEINGARTEN-Abbildung bestimmt. Da
beide Fundamentalformen unabhdingig von einer orientierungserhaltenden Fldchenpara-
metrisierung sind, ist auch die Normalkriimmung unabhdngig von einer konkreten Pa-
rametrisierung.

Aus dieser letzten Bemerkung folgt, dass alle Normalkriimmungen in einem festen
Flachenpunkt X als Funktionswerte folgender Abbildung angesehen werden konnen:

kn:Sx={UeTx||U|=1} =R gemif U e Sx — k. = Lx (U, U) € R.

Unter der stets vorausgesetzten Glattheit der Parametrisierung ist k, stetig. Da Sx
eine abgeschlossene und beschriankte (d.h. kompakte) Menge in Tx ist, nimmt k,, auf
Sx ihr Maximum und Minimum an. Zu jedem Flichenpunkt X gibt es folglich Tan-
gentenvektoren U, € Sx und U, € Sx fiir die gilt:

A = Lx (U, Uy) = max Lx (U,U) ; Ao = Lx (Uy, Uy) = érélsr)l( Lx (U,U).

Definition 4.11 Die Extremwerte Ay und Ay der quadratischen Form Lx (U, U) dber
alle U € Sx heiffen Hauptkrimmungen der Fliche (f) im Punkt X. Die Vek-
toren Uy und Uy, fir die Lx (U,U) diese Extremwerte annimmt, werden Haupt-
krimmungsrichtungen im Punkt X genannt.
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Die Berechnung der Hauptkriimmungen und Hauptkriimmungsrichtungen fithrt auf die
Extremwertaufgabe

Lx (U,U) - Extremum mit der Nebenbedingung ||U||> = Gx (U, U) =1. (4.24)

Diese Aufgabe ist auf der Grundlage der Methode der LAGRANGEschen Multiplikato-
ren (siche [MeVa|, Bd. 2, 5.409) 16sbar. Dazu fithrt man die Hilfsfunktion

L(U,)\) =Lx (U, U)+ A (1 - Gx (U,U)) = LU U7 + X (1 — G;U'U)

ein und erhilt als notwendiges Kriterium fiir Extrema der Aufgabe (4.24) die Glei-

chung
oL

auk

Zusammengefasst entsteht die Eigenwertgleichung

Ly Lyo G G U! 0
- = , 4.25
[( Loy Lo ) ( Ga1 Goy U? 0 (4.25)
deren Eigenwerte \i,\y die Hauptkriimmungen sind. Die zugehorigen Eigenvektoren
(UL, U2)" (k = 1,2) miissen zusitzlich der Bedingung

(Lii — AGr)U'=0  (k=1,2).

oL _
T 1-G,;UU =0 (k=1,2)
geniigen. Diese entsprechen den Normierungsbedingungen ||Ug|| = 1 und legen im Falle

A1 # Ay die Eigenvektoren bis auf ein Vorzeichen eindeutig fest. Aus den Eigenvektoren
ergeben sich schliefllich die Hauptkriimmungsrichtungen

U,=UT, +UT, (k=1,2).

Bemerkung 4.18 Im Falle A\ = A\ = Ao haben alle Normalkrimmungen im zu-
gehorigen Flichenpunkt X den gleichen Wert k, = X\ und die Fundamentalgrofien sind
gemdfs Lx = AGx proportional zueinander. Folglich sind auch alle Vektoren U € Sx
Hauptkrimmungensrichtungen. Ein Fldchenpunkt, in dem dies der Fall ist, heifst Na-
belpunkt der Fldche. Ist aufSerdem Ay = Ay = 0, so spricht man von einem Flach-
punkt der Fliche.

Beispiel 4.13 Fiir eine Ebene ist Lx = 0 (siehe Beispiel 4.10), so dass die Eigen-
wertgleichung (4.25) nur mit A = 0 erfullt ist. Alle Punkte einer Ebene sind, wie man
weifs, Flachpunkte.

Im Falle der Einheitssphire S* ist Lx (U, U) = Gx (U, U) (siche Beispiel 4.12) und
damit Lx = Gx. Die Figenwertgleichung (4.25) besitzt folglich die Eigenwerte Ay =
XAy = 1. Jeder Punkt auf S? ist deshalb ein Nabelpunkt.

Bemerkung 4.19 Bei unterschiedlichen Hauptkrimmungen Ay # Ao sind die zu-
gehorigen Hauptkrimmungsrichtungen Uy, Uy orthogonal zueinander, d.h. Uy, Uy bil-
den im Tangentialraum Tx eine orthonormale Basis. Auflerdem ist Lx (Uy, U,) = 0.
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Beweis. Unter Beriicksichtigung der Symmetrie der beiden Fundamentalformen Lx (-, -)
und Gx (-,-) ergeben sich aus der Eigenwertgleichung (4.25) die Gleichungen

Nach Subtraktion beider Gleichungen voneinander entsteht
(A — X)) Gx (U, U,) =0,

woraus die Orthogonalitit von Uy und Uy folgt. Mit Gx (U1, U,) = 0 ergibt sich aus
obiger Gleichung auch Lx (Uy,Uy) =0. =

Bemerkung 4.20 Sind die Hauptkrimmungen A, Ao mit den zueinander orthonor-
malen Hauptkrimmungsrichtungen Uy, U, bekannt, so ist die Normalkrimmung k, in
eine beliebige Richtung U € Sx aus der Formel

ko = [(U, U] A+ (U, U)X

berechenbar.

Beweis. Jeder Vektor U € Sx ist in der Form U = (U, U,) U, + (U, U,) U, darstell-
bar. Wegen Lx (U1,U,) =0 (siehe Bemerkung 4.19) ist dann

k, = LX(U,U):i(U,Ui) (U,U;) Lx (U;,U;)
(U, U)) Lx (U1, Uy) + [(U, U,)) Lx (Uz, U,)
= [(U, UM+ (U, U] Aa.

Wird auf die Eigenwertgleichung (4.25) von links Gy angewendet, so entsteht ein
einfaches Eigenwertproblem mit der Gleichung:

(leLx—)\I)<g;>:(8>.

Die GroBen Ay, Ao und (U}, U ,f)T (k = 1,2) kénnen deshalb auch als Eigenwerte und Ei-
genvektoren der Matrix Gx' Lx angesehen werden. Mit Formel (4.20) erhélt man

Wx (Ug) = MUg = (LinG™ — M\e8]) UiTj = (Li — MeGim) G™ULT; = 0.

Dabei wurde beachtet, dass geméfl der Eigenwertgleichung (4.25) und wegen der Sym-
metrie von Lx und Gx gilt: (L, — MGim) Ui = 0 (m, k = 1,2). Dieses Ergebnis ist wie
folgt zu interpretieren: Die Hauptkriimmungen A{, Ay und Hauptkriimmungsrichtungen
U, = U.T; (k= 1,2) sind die Eigenwerte und zugehérigen Eigenvektoren der WEIN-
GARTEN-Abbildung.
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Bemerkung 4.21 In der linearen Algebra werden die Matrizen A und A dhnlich ge-
nannt, wenn eine requlire Matriz C existiert und A = C ' AC st (siehe [MeVal, Bd.
1, S. 325). Wegen

(A — )\I) a= (C_lAC — /\C_lc) ia=C ' (A-)\)Cu
sind die beiden Gleichungen
(A=X)u=0 und (A-X)u=0 mit u=Cu

fiir die gleichen \—Werte erfiillt. Zueinander dhnliche Matrizen A und A besitzen
deshalb die gleichen Figenwerte. Man sagt, die Eigenwerte einer quadratischen Matrix
A sind invariant (bleiben unverdndert) gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen mit
einer requliren Matriz C. Sind auf der Fliche (f) mit X (u) und X () zwei reguldre
Parametrisierungen bekannt, die tiber eine Parametertransformation mit der reguldren

0P
Matriz C = 75 (siehe Def. 4.2) verbunden sind, so stehen die Fundamentalgrifien
a

beider Parametrisierungen in der folgenden Beziehung zueinander (siehe Bemerkungen
4.10 und 4.16): ~ ~
GX = CTGXC und LX = j:CTLxC

Daraus resultiert (bis auf das Vorzeichen) die Ahnlichkeitstransformation

Gx'Lx = +C™' (Gx'Lx) C.
Das Minuszeichen ist zu nehmen, wenn es sich um eine nicht orientierungstreue Trans-

0P
formation handelt, d.h., wenn det (8_‘> < 0. Die Figenwerte bzw. die Hauptkrimm-
a

ungen i, Ay der Matriz Gx'Lx sind folglich invariant unter requliren orientierungser-
haltenden Parametertransformationen. Die Hauptkriimmungen einer orientierten Fldche
sind deshalb als Funktionen X\; : f — R gemdfi X € f — N (X) € R (i =1,2) der
Flichenpunkte anzusehen. Ist die Parametertransformation nicht orientierungstreu, so
andern die Eigenwerte ihr Vorzeichen (A, — —X;). Mit der Invarianz von A, Ag sind

auch die Grofien
spur (G)_(lLX) =A+X  und det (G;LX) = A\

Invarianten eines Flichenpunktes. Uber diese beiden Kombinationen der Hauptkrimmungen
sind weitere von der Parametrisierung unabhdngige Aussagen tiber die Krimmung ei-
ner Fldche ableitbar.

Definition 4.12 Die aus den Hauptkrimmungen A\; (X), Ay (X) abgeleiteten Funktio-
nen

1 1
H(X) = 3 (A1 + X)) = S pur (G;LX) und
K(X) = My =det (GilLX) (4.26)

heifsen mittlere Krimmung H und GAUf8sche Krimmung K der Fliche im
Punkt X.
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Bemerkung 4.22 Direkt aus dieser Definition ergeben sich fiir H und K die folgenden
Ausdriicke:

1 1
H = Zspur (Gx'Lx) = 3 (G" L1y +2G" L1y + G* L)
1
= m (GaaL11 — 2G1aL12 + G11Loas)
_ det (Lx)
K = det(Gx'Lx) = ———~. 4.27
et (Gx'Lx) = 31 (Gx) (4.27)

|H| und K sind invariant gegeniiber beliebigen requldren Parametertransformationen.
Bei nicht orientierungstreuen Transformationen dndert lediglich die mittlere Kriimmung
H das Vorzeichen.

Beispiel 4.14 Fir eine Ebene ist Lx = 0 und damit H (X) = K (X) = 0 in allen
Ebenenpunkten X.
Im Falle der Einheitssphire S? ist Gx = Lx (siehe Beispiel 4.13) und folglich

K(X)=1; H(X)= %Spur (Gx'Lx) = %Spur (I) = 1.

Mit der GAUBschen Kriimmung K = A; A\, kann eine Klassifizierung von Flachenpunkten
vorgenommen werden. Je nachdem, welches Vorzeichen K (X) in einem festen Fléchen-
punkt X besitzt, ergeben sich folgende vier Félle:

1. K(X) > 0 : Die Hauptkriimmungen A;, Ay sind beide entweder positiv oder
negativ und damit entweder k, = Lx (U,U) > 0 oder k, = Lx (U,U) < 0
fir alle U € Tx mit ||U|| = 1. Dies bedeutet weiter, dass sich die Fliche in
einer hinreichend kleinen Umgebung von X in jede Richtung U € Tx entweder
zum Normalenvektor Nx hin (k, > 0) oder von diesem weg biegt (k, < 0) (siche
Abb. 4.14). Damit nimmt die Flidche lokal (in einer kleinen Umgebung von X)
die Form eines elliptischen Paraboloids mit dem Scheitel im Punkt X an. Man
nennt deshalb diese Flichenpunkte elliptisch.

N
k<0 L k>0

n

2. K(X) < 0 : Die Hautkriimmungen besitzen in diesem Fall verschiedene Vor-
zeichen und k, = Lx (U, U) nimmt sowohl positive als auch negative Werte
an. Die Flache ist dann in eine der beiden Hauptkriimmungsrichtungen zum
Normalenvektor hin gekriimmt, wéhrend sie sich in die jeweils andere Haupt-
kriitmmungsrichtung von Nx weg kriimmt (siehe Abb. 4.15). Wieder bezogen auf
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eine kleine Umgebung des Punktes X sieht die Fliche wie ein hyperbolisches
Paraboloid aus. Fldchenpunkte dieser Art heiflen hyperbolisch.

= P

3. K (X) =0und Lx # 0 : Unter diesen Bedingungen verschwindet genau eine der
beiden Hauptkriimmungen, so dass in eine der zugehorigen Hauptkriimmungs-
richtungen die Fléache nicht gekriimmt ist. Je nachdem, ob die von Null verschie-
den Hauptkriimmung positiv oder negativ ist, liegt eine Flachenkriimmung in die
entsprechende Hauptkriimmungsrichtung vor, die zur Normalenrichtung hin oder
von ihr weg weist (siehe Abb. 4.16). In einer kleinen Umgebung des Punktes X
hat die Fldche damit die Form eines parabolischen Zylinders. Punkte mit dieser
Charakteristik heiflen parabolisch.

N N
U, %
4. K(X)=0und Lx = 0: In diesem Fall ist A\; = A2 = 0 und die Kriitmmung der

Fldche verschwindet in jede Richtung U € Tx. Es liegt folglich ein Flachpunkt
VOr.

Die GAUfBsche Kriimmung und der damit verbundene Begriff der Totalkriimmung
einer Fliache (integraler Wert iiber die GAUSBschen Kriimmungen) sind von zentra-
ler Bedeutung fiir die globale Fldchentheorie (siche Abschnitt 4.12). Ein interessan-
tes Zwischenresultat ist an dieser Stelle schon ableitbar und beinhaltet eine Aussa-
ge zur totalen Absolutkriimmung eines Fliachenstiickes, das sich auf der Grundlage
der GAUSB-Abbildung (siehe Definition 4.7) ergibt. Geht man von einer Parametrisie-
rung X (u) (u € U) eines C?—Flichenstiickes aus, so wird durch die GAUBS-Abbildung
X : U — S? einer Teilmenge G C U eine Teilmenge X (G) C S? zugeordnet (siehe
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Abb. 4.17).

Ist K = K (X) die GAUfsche Kriimmung im Flachenpunkt X, so heifit die integrale
Grofle

[ < ar

G

mit dem Flichenelement dFF = \/det (Gx)du'du® totale Absolutkriimmung des
Flachenstiickes X (G). Der Inhalt ‘X (G)‘ der Bildmenge X (G), die sich bei der GAUS-
Abbildung auf S? ergibt, ist gleich dem Integral

X(G)‘://df?
G

mit dem Flichenelement dF = \/det <Gx>du1du2 und der Fundamentalgréfe
0X.

Gx = J% - 0x = {(X0X,)} Ix =

Abbildung X.

(9uji} ist die JACOBI-Matrix der GAUB-

Satz 4.2 X (u) (u € U) sei eine requlire Parametrisierung eines C*— Flichenstiickes
und G C U eine beschrinkte und abgeschlossene (d.h. kompakte) Menge im R?. Ist die

GAUB-Abbildung X : U — S? injektiv und rang (jx (u)> = 2 fir alle u € G, so ist
die totale Absolutkriimmung von X (G) gleich dem Flicheninhalt von X (G) C S2:

/ K (X (u)| dF = //dﬁ.

Beweis. Es geniigt, einen Zusammenhang zwischen den Flachenelementen dF und dF
herzustellen. Wegen X = N ist (XZ,XJ) = (N,;,N ;). Mit der Ableitungsgleichung
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nach WEINGARTEN (4.18) und unter Beachtung der Symmetrie von Gx und Lx
ergibt sich

. N T
Gx = ( N’; ) (N; N, )=LxGy < ! ) (T: T, )Gx'Lx = LxGx'Lx.

Folglich ist

det (GX> = (%)2 det (Gx) = K*det (Gx)

und weiter

dF = | /det (GX> du'du? = |K| \/det (Gx)du'du® = |K| dF.

4.6. Ableitungsgleichungen

Die FRENETschen Gleichungen, die den Zusammenhang zwischen den Vektoren des
begleitenden Dreibeins einer Kurve und deren Ableitungen herstellen, bilden die Grund-
lage zur Rekonstruktion dieser Kurve. Auch Flidchenstiicke mit vorgegebenen Eigen-
schaften konnen iiber die Losung eines Systems von partiellen Differenzialgleichungen
erzeugt werden. Diese Gleichungen stellen einen Zusammenhang zwischen Flachen-
Dreibeinen T4, Ty, N und deren Ableitungen her und werden Ableitungsgleichungen
der Fliachentheorie genannt. Mit der Ableitungsgleichung nach WEINGARTEN (4.17)
liegen diese Gleichungen fiir Ableitungen N ; des Einheitsnormalenfeldes IN schon vor.
Herzustellen sind noch Beziehungen fiir die Ableitungen der Tangentenbasisvektoren
T,; = X ;. Diese werden als Linearkombinationen der Vektoren T;, Ty, N in der
Form

X =T+ 15Ty + LN (4.28)
angesetzt und heiflen Ableitungsgleichungen nach GAUSR. Zunéchst stellt man fest,
dass wegen T, LN und (X ;;,N) = L;; (N,N) = L;; die Koeffizienten L;; tatséchlich,
wie durch die Bezeichnung schon ausgewiesen, die Koeffizienten der zweiten metri-
schen Fundamentalgréfie Lx sein miissen. Zur Berechnung der Glieder I‘fj werden die
Skalarprodukte von (4.28) mit den Vektoren X, gebildet und dabei beachtet, dass
(X7m, X,k) = Gmk ist:

Vertauscht man in den Ableitungen
0
Gij,k - w (X’i, X’j) - (X,ikn XJ‘) + (X,i7 X,jk:) (430)

zyklisch die Indizes i, 7, k und summiert anschliefend die entstehenden Ausdriicke auf,
so entsteht

+Gri; = (X X))+ (Xg, X4)
+Gjpi = (X, Xp) + (X, X k)
_Gij,k = - (X,ik7 X, ) - (X,i7 X,jk)

J
Gk@j + ijﬂ' - Gij,k - (X,ija X k’) .

)
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Daraus ergibt sich zusammen mit ')} G, G¥ = I'}70!, = 'l und (4.29):

ij o m
= 1604 (G + Gy — Gy 4.31
i~ 9 ki,j Jkyi zJ,k>- ( . )

Die GréBen T, = Tl (u',u?) werden CHRISTOFFEL-Symbole 2. Art genannt.
Diese stehen iiber I';j,, = F%Glm mit den CHRISTOFFEL-Symbolen 1. Art I';;, in
Beziehung.

Bemerkung 4.23 Von Bedeutung ist, dass sich die CHRISTOFFFEL-Symbole allein
aus den Koeffizienten der 1. metrischen Fundamentalgriffe Gx und deren Ableitungen
berechnen lassen. Die Symbole Fﬁj sind in den unteren Indizes symmetrisch:

l !
Beispiel 4.15 Auf einer Ebene (siehe Beispiele 4.1 und 4.7) sind die Metrikkoeffi-

zienten G,; konstante Grifen und folglich verschwinden simtliche CHRISTOFFFEL-
Symbole, d.h. F,’fj =0 fir,j,k=1,2.

Beispiel 4.16 Fiir die Einheitssphire S? in der Parametrisierung gemif (4.2) und
den daraus folgenden Metrikkoeffizienten

Gll = sin2 (UQ) 3 G22 = 1, G12 = G21 =0
erhdlt man als einzige von Null verschiedene CHRISTOFFEL-Symbole

I, =I5 = cot (uz) und T3 = —sin (u2) cos (u2) .

In zusammengefasster Form erlauben die Ableitungsgleichungen die Darstellung

g | T2 | = F;kl ngz Lok T, k=12 (4.32)

Dies ist ein System linearer partieller Differenzialgleichungen 1. Ordnung fiir die Funk-
tionen T (u),Ts (u) und N (u).

Die Rekonstruktion der Parametrisierung X = X (u) einer Flache kann bei bekann-
ten Fundamentalgrofien Gx (u) und Lx (u) in der Umgebung eines Flédchenpunktes
Xo = X (up) mit dem begleitenden Dreibein T4, Ty, Ny in groben Ziigen wie folgt
beschrieben werden:

a) Die Koeffizienten F;k und Ly, des Systems (4.32) ergeben sich unmittelbar aus den
Koeffizienten von Gx und Lx. Uber die Losung von (4.32) mit den Anfangswerten
T, (ug) = Tio, N (ug) = Ny erhélt man die Funktionen T; (u) und N (u) in einer Um-
gebung des Flachenpunktes Xg.

b) Mit dem Zusammenhang X ; = T; und den Anfangsbedingungen X (uy) = X, liegt
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ebenfalls ein Anfangswertproblem fiir ein Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung vor,
dessen Losung die angestrebte Parametrisierung liefert.

In beiden Teilaufgaben muss die Losung eines Anfangswertproblems fiir ein System
partieller Differenzialgleichungen 1. Ordnung gesichert sein. Mit Bezug auf das System
(4.32) liefert der folgende Satz dazu eine Aussage.

Satz 4.3 (Satz von FROBENIUS)
In der offenen Menge Uy C R? seien die Funktionen Bi(]]-c) Uy —» R, 4,5 =1,...,n,
k = 1,2 stetig differenzierbar. Mit diesen Funktionen werden die Matrizen By (u) =
0B} (w)

(k) ; —
{Bij (u)} und deren Ableitungen By (u) = { 5

} (I =1,2) gebildet. Das
Anfangswertproblem
Y ) (u) =Bg(u)Y (u) mit Y (ug) = Yo (4.33)

besitzt genau dann in einer offenen Menge U C Uy mit uy € U eine eindeutig be-
stimmte zweimal stetig differenzierbare Losung Y (u) = (Y1 (u), ..., Y, (u))", wenn die
Integrabilititsbedingungen

By (u) + By (u) B, (u) = B (u) + B; (u) B (u) (4.34)

fiir alle u € Uy erfiillt sind.

Beweis. Es soll hier nur die Notwendigkeit der Bedingung (4.34) gezeigt werden.
Y (u) sei fiir alle u € U eine zweimal stetig differenzierbare Losung von (4.33). Durch
Ableitung von Y ;, = B, Y nach u! erhilt man:

Y =By Y+B,Y, =B, Y +B,BY=(B,; +B;B)) Y

und analog durch Ableitung von Y ; = B;Y nach uk: Y i = (Bix + BBg) Y. Nach dem
Satz von SCHWARZ iiber die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen ist Y j; =Y i,
womit auch die Giiltigkeit der Integrabilitatsbedingungen (4.34) fiir k,1 = 1,2 gezeigt
ist. m

Die Ableitungsgleichungen in der Darstellung (4.32) zusammen mit den Anfangsbedin-
gungen T; (ug) = T und N (ug) = Nj kénnen mit den Matrizen

Y = T2 3 Yo = T20 und Bk = F%k F%k Lgk (435)

als Anfangswertproblem der Form (4.33) geschrieben werden. Die Voraussetzungen
des Satzes von FROBENIUS sind erfiillt, wenn in einer offenen Menge U, C R?
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(ug € Up) die Metrikkoeffizienten G;; (u) zweimal und L;; (u) einmal stetig differenzier-
bar sind (die CHRISTOFFEL-Symbole T'}; (u) sind dann auch stetig differenzierbar)
und die Matrizen By aus (4.35) die Integrabilitédtbedingungen (4.34) erfiillen. Nach
einfachen Umformungen entstehen aus (4.34) zwei Gleichungen, die man als Integrabi-
litdtsbedingungen der Flachentheorie bezeichnet.

Satz 4.4 Die Integrabilititsbedingungen (4.34) mit der Matriz By aus (4.35) sind
dquivalent zu den folgenden Gleichungen:
Gleichung von GAUS

Fﬂ}l — F?Zk + ijFg’} - FleZ]Z = (ijLls — leLks) G j, k’, l, m = 1, 2 (436)
Gleichung von CODAZZI-MAINARDI

Lijr — Ligj + Ui Lat — T Lsj =0 1,5,k =12 (4.37)

Die Herleitung dieser Gleichungen ist Gegenstand der Aufgabe 8 aus Abschnitt 4.13.

Bemerkung 4.24 Sind die Gleichungen (4.36) und (4.37) fir alle uy € Uy erfiillt,
so ist die Vertauschbarkeit zweiter partieller Ableitungen der Losungsfunktionen T; (u)
und N (u) der Anfangswertaufgabe fiir alle w € U C Uy gewdihrleistet. Wegen T; = X ;
muss damit die angestrebte Parametrisierung X (u) des zu rekonstruierenden Flichen-
stiickes wenigstens dreimal stetig differenzierbar sein. Die Giiltigkeit der Gleichungen
(4.36) und (4.37) ist damit dquivalent zur Vertauschbarkeit auch dritter partieller Ab-
leitungen von X (u):

Xk (@) =X () und Nji(u) =Ny, (u) firalenweU undi,jk=1,2.

Bemerkung 4.25 Die Ausdriicke
= Uy — Ul + 150 — T3 gk, l,m=1,2 (4.38)

sind die Koordinaten des RIEMA NNschen Kriimmungstensors. In einer auf
differenzierbare Mannigfaltigkeiten aufbauenden Theorie gekrimmter Rdume kommt
diesem Tensor eine fundamentale Rolle zu. Mit den (kovarianten) Koordinaten R, =
Gim Rj}, mammt die Gleichung von GAUP die hiufig verwendete Form

Rijii = LjkLii — Lji L. (4.39)

an. Aus den Gleichungen (4.30) und (4.37) ist ersichtlich, dass die Fundamentalgrifen
Gx und Lx tber die aus den Metrikkoeffizienten und deren Ableitungen folgenden
CHRISTOFFEL-Symbole gerade in dieser Weise miteinander verbunden sind.
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Bemerkung 4.26 Aus den Beziehungen (4.39) sind die Symmetrieeigenschaften der
Koordinaten R;ji des Kriimmungstensors erkennbar. Unter Beachtung von L;; = Lj;
erqgibt sich

Riji = Riiij = —Rji = — Rijur.-

Fiiri = j und k =l verschwinden folglich die Koordinaten R;ji. Da fir (zweidimensio-
nale) Flichen die Indizes nur die Werte 1 und 2 annehmen, folgt, dass die Koordinaten
des Krimmungstensors in diesem Fall schon durch einen Wert

R1212 = R2121 = _R2112 = _R1221

bestimmt sind.

Ein Anlass zur Definition der ersten metrischen Fundamentalform im Abschnitt 4.3
war die Einfiihrung eines spezifischen flicheneigenen Mafles. Dieses Maf ist z.B. aus
Messungen infinitesimaler Léngen ds; auf den Koordinatenlinien ¢; und der Winkel ~,
die zwischen sich schneidenden Koordinatenlinien bestehen, ableitbar. Zwischen diesen
Messgrofien und den Metrikkoeffizienten bestehen die Zusammenhénge:

Gio
\ G11G22 ‘

Die metrische Fundamentalgrofle Gx ist deshalb fiir jeden Fldchenpunkt X durch direk-
te Messungen auf einer Fliache bestimmbar. Fiir diese Messungen ist es unerheblich, wie
die Flidche in den umgebenden Raum eingebettet ist. Die Metrikkoeffizienten und alle
aus diesen abgeleiteten Groflen tragen deshalb fiir eine bestimmte Fléche einen indivi-
duellen (innergeometrischen) Charkter. Man spricht im Zusammenhang mit Analysen
einer Flache bei ausschlieflichem Bezug zur ersten metrischen Fundamentalgréfie von
der inneren Geometrie der Fliche.

ds; = \/Gyudt ;  cos(y) =

Definition 4.13 Eine allgemein tensorielle Grifle k(X), die eine Funktion der
Fliachenpunkte X einer Fliche (f) mit der Parametrisierung X (u) ist und ausschliefs-
lich von der ersten metrischen Fundamentalgrifie Gx (u) und deren Ableitungen
abhdngt, heifst innergeometrische Grofle der Fliche (f).

Die CHRISTOFFEL-Symbole (4.31) und der Kriimmungstensor mit den Koordinaten
(4.38) gehoren zu den innergeometrischen Grofien einer Fliche. Der innergeometrische
Charakter einer Grofle ist nicht immer sofort erkenbar. Die GAUSBsche Kriimmung
K scheint gem#f Formel (4.27) nicht innergeometrisch zu sein. Als Uberraschung
muss man deshalb die Aussage des folgenden auf GAUR zuriickgehenden Satzes an-
sehen.
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Satz 4.5 (Theorema egregium)
Die GAUfsche Kriimmung ist eine innergeometrische Grifie und es gilt

Ry (X)

K(X)= det (Gx) '

Beweis. Setzt man in der Beziehung (4.39) i = [ = 1 und j = k = 2, so ent-
steht
Ri291 = L11Loy — Lia L1y = det (Lx) .

Aus Formel (4.27) folgt dann

det (Lx) . nggl (X)

KX) = 5e (Gx)  det (Gx)

Bemerkung 4.27 Das Theorema egregium gehort zu den bedeutendsten Aussagen der
Differenzialgeometrie. Fine der vielseitigen Konsequenzen aus diesem Satz ist, dass die
Kriimmung einer Fldche nicht von threr Finbettung im Raum abhdngt.

4.7. Hauptsatz der Flichentheorie

In Analogie zum Hauptsatz der Kurventheorie (siche Abschnitt 3.5) kénnen auch fiir
Flachen Bedingungen angegeben werden, unter denen eine Fliche eindeutig bzw. bis
auf EUKLIDische Bewegungen eindeutig bestimmt ist.

Satz 4.6 (Hauptsatz der Flichentheorie)
Auf einer offenen Menge Uy C R? seien die zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
Gi; + Uy — R und die lediglich stetig differenzierbaren Funktionen L;; : Uy — R

(1,5 = 1,2) definiert und erfiillen folgende Voraussetzungen:
V1: Die Matrizen

c=(Gw o) = 20=(50 )

sind fir alle u € Uy symmetrisch und G (u) auferdem positiv definit.
V2: Gij (a), Lij (u) und die aus G;j (u) gemdfS (4.31) hervorgehenden CHRISTOFFEL-
Symbole Tl (u) erfiillen die Gleichungen von GAUP (4.36) und CODAZZI-MAINARDI

(4.87).
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Weiterhin werden einem Raumpunkt X, € R® als Anfangswerte Vektoren
T10, T20, Ng € R3 zugeordnet, fiir die folgendes gilt:
V3: (T, Tjo) = Gij (o) (i, = 1,2) fiir einen festen Punkt ug = (ug,u3) € Up.
Vy:
T1o x T
IT10 X Taol|

Dann existiert auf einer offenen zusammenhdngenden Teilmenge U C Uy mit ug € U
genau ein C®— Flichenstiick mit der Parametrisierung X (u) (u € U) und dem Ein-
heitsnormalenfeld N (u), wobei folgendes gilt:

F1: X (U.(]> = Xo, X,i ('LI()) = TiO (Z = ]_, 2) und N (U.O> = N(]

E2: Die Matrizen G (u) und L (u) sind die erste und zweite metrische Fundamental-
grofie des Fldachenstiickes in den Flichenpunkten X (u) (u € U).

N, =

Beweis.

a) Die Matrizen By (u) aus (4.35) werden mit den vorgegebenen Funktionen Gj; (u)
und L;; (u) aktualisiert. Zusammen mit den Anfangswerten T;y, Ny bilden die Ab-
leitungsgleichungen (4.32) ein Anfangswertproblem der Form (4.33), welches mit den
Voraussetzungen V1-V4 nach dem Satz von FROBENIUS eindeutig bestimmte zwei-
mal stetig differenzierbare Losungsfunktionen Ty (u), T (u) und N (u) besitzt. Es
ist noch zu zeigen, dass diese Vektorfunktionen fiir jeden Parameterwert u € U ein
begleitendes Dreibein bilden, d.h. die Bedingungen

(N,N)=1; (N, T)=0 und (T,,T,)=G; ij=12 (4.40)

erfiillen. Mit den Anfangsbedingungen V3 und V4 ist dies zumindest fiir u = uy der
Fall. Die jeweils linken Seiten der Gleichungen (4.40) sind mit T; (u) und N (u) eben-
falls zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Durch Ableitung dieser Funktionen
und mehrfache Verwendung der Gleichungen (4.28), (4.32) entstehen folgende Diffe-
renzialgleichungen 1. Ordnung;:

9 i
) .
5o (N T5) = (N, Ty) + (N, Ty) = =Ly (T3, T)) + Ty (N, Ty) + Ly (N, N)
)
5F (T, T;) =T (T0, T;) + T (T3, T)) + Li, (N, T;) + Ly, (N, T;) (4.41)

Diese Gleichungen konnen als Anfangswertproblem der Form (4.33) fiir eine Vek-
torfunktion Y (u) = (¥; (u),...,Y; (u))” mit den Anfangswerten Y (ug) = Y, =
(1,0,0, G4y (ug) , G1a (ug) , Gz (u))" geschrieben werden, wobei sich die Matrix By, (u)
aus den Koeflizienten G;j, Féj und L;; ergibt, die in (4.41) enthalten sind. Nach Kon-
struktion besitzt dieses Anfangswertproblem die Losung

Yl = ((Nv N) ) (Na Tl) ) (N> T2) ) (Tla Tl) ) <T17 T2) ) (T2> T2))T .
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Unter Einbeziehung der Formeln (4.17) und (4.30) iiberpriift man, dass auch
Y =(1,0,0,G11 (u),Gra (u), Gao (u))T

dieses Problem 16st. Beide Losungen sind fiir alle u € U zweimal stetig differenzierbar,
so dass nach dem Satz von SCHWARZ Y}, ;; = Yy gilt, womit weiter die Integrabi-
litdtsbedingungen dieses Anfangswertproblems erfiillt sind. Diese Bedingungen sichern
aber nach dem Satz von FROBENIUS die Eindeutigkeit der Losung. Es ist deshalb
Y, (u) = Yy (u) fiir alle u € U und damit sind auch die Bedingungen (4.40) erfiillt.
b) Die Parametrisierung X (u) ist Losung des Anfangswertproblems

X,i (u) = r]:‘Z (u) mit X (110) = X().

Aus den Ableitungsgleichungen nach GAUS (4.28) folgt mit den Symmetrien Ffj = F;?Z»
und L;; = Lj; die Erfiillung der Integrabilitdtsbedingungen X ;; = X ;. Damit existiert
eine eindeutig bestimmte Losung X (u). Zu zeigen ist noch, dass die Matrizen G (u)
und L (u) die metrischen Fundamentalgrofien dieser Flachenparametrisierung sind. Mit
X ; = T; und Formel (4.40), ist dies fiir G (u) der Fall. Mit der Ableitungsgleichung
nach GAUB (4.28) und den Beziehungen (4.40),, (4.40),, ergibt sich

(X,ij; N) = (Fijk + LiN,N) = L;; (N,N) = L,

womit der Zusammenhang (4.16) zu den Koeffizienten der zweiten metrischen Funda-
mentalform L (u) hergestellt ist. m

Bemerkung 4.28 Unterwirft man die Parametrisierung X (u) eines Fldichenstiickes
(f) einer orientierungstreuen EUKLIDischen Bewegung X (u) = QX (u)+b mit der or-
thogonalen Matriz Q (det (Q) = 1) und einem festen Vektorb, so ist X (u) die Parame-
trisierung eines Flachenstiickes (f) Beide Fldchenstiicke besitzen in den entsprechen-
den Parametrisierungen die gleichen metrischen Fundamentalgrifien Gg (u) = Gx (u)
und Lg (u) = Lx (u). Zwischen den Vektoren der begleitenden Dreibeine bestehen die
Beziehungen
T,=QT, i=1,2 und N=QN.

Verzichtet man im Hauptsatz der Flichentheorie auf die Vorgabe des Stiitzvektors Xq
und des begleitenden Dreibeins Ty, Tog, Ng in Xg, so erhdlt man als Lisung eine Schar
von Flichen, die alle die gleichen Fundamentalgrifien G (u) und L (u) besitzen und
tiber EUKLIDische Bewegungen aufeinander abgebildet werden kénnen. Der Nachweis
dieser Aussagen ist analog zu den entsprechenden Aussagen fir Kurven in Bemerkung
3.5 zu fiihren.

Bemerkung 4.29 Es wird deutlich darauf hingewiesen, dass die Vorgabe einer beliebi-
gen symmetrischen positiv definiten Matriz G (u) und einer beliebigen symmetrischen
Matriz L (u) nicht zwangsldufig ein Flichenstiick definieren. Nur in dem Fall, wenn
beide Matrizen iber die Integrabilititsbedingungen miteinander verknipft sind (wie im
Hauptsatz gefordert), ergibt sich ein Flachenstiick mit eben diesen Fundamentalgrifen.
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4.8. Geodiaten

Die Kriimmung einer Kurve innerhalb einer Fléche wird nach den Betrachtungen zu
Beginn des Abschnittes 4.5 durch die geodétische Kriimmung k, beschrieben. Nur
dieser Teil der raumlichen Gesamtkriimmung einer Kurve nimmt ein Flachléinder als
Kriimmung einer fiir ihn ebenen Kurve wahr. Verschwindet %, léngs eines Kurvenstiickes,
so wiahnt er sich entlang einer “Geraden” zu bewegen. Diese Fldchenkurven mit ver-
schwindender geodétischer Kriimmung, um die es in diesem Abschnitt geht, nennt man
Geodéten einer Flache.

Auf einem Fldchenstiick (f) mit der Parametrisierung X (u) (u € U) verlaufe eine
Flachenkurve mit der Parametrisierung x (¢) = X (u (¢)). Ist t = s der Bogenldngenpa-
rameter, so ergibt sich nach (4.23) fiir die geodétische Kriimmung k, = [N,x’,x"].
Zur Herleitung einer Formel fiir k, bei freier Kurvenparametrisierung nach ¢ sind die
Ausdriicke (3.4) und (3.5) fiir x’ und x” in [N, x/,x"] = (N,x’ x x”) zu substituie-
ren. Zunéchst ist mit der GRASSMANN-Identitét (2.1) und unter Beachtung von x L
X X X:

x' xx" = HX1”5 (% x [(x x X) x X])
L (5 (G x %) — (% x %) %) = ——% x &
— s (80 6o ) = (%) =

Damit erhélt man fiir die geodétische Kriimmung bei freier Parametrisierung:

by () = —

= 3
Il

IN, %, %] . (4.42)

Die geodétische Kriimmung, die fiir Flachenbewohner in direkter Weise beobachtbar
ist, sollte eine innergeometrische Grofle sein. Der folgende Satz gibt die Bestétigung
dafiir.

Satz 4.7 Die geoditische Krimmung einer Flichenkurve x (t) = X (u(t)) (u(t) € U)
ist allein aus der ersten metrischen Fundamentalgrofie Gx und den daraus folgenden
CHRISTOFFEL-Symbolen Ffj gemdyfs

det (Gx)

kg = —— i
[GX (11, 11)] /

(6 4 W) il = (i TR e

berechenbar und damit eine innergeometrische Grofle.

Beweis. Uber die Kettenregel der Differenziation werden die erste und zweite Ablei-
tung der Kurve x (t) = X (u(t)) gebildet:

X=X %=X 0t + X ik
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Mit der Ableitungsgleichung nach GAUS (4.28) ergibt sich fiir X:
% = (" + 0'W'T;) X g + L'/ N.
Wegen [N, X ;,N] =0 ist
N, X, %] = ' (i 4+ a0/ T) [N, X, X ]
Unter Beachtung von X ;, x X, = 0 und

(X,l X X72, X,l X X72)
X1 % Xo|

(Dabei wurde die LAGRANGESsche Identitét (2.2) benutzt!) folgt weiter

[Na X,17 X,2] =

= ||X71 X X72|| = det (Gx)

0 firl =k
[N’X’I’X’k} a { +/det (Gx) fiirl sk Lk=1,2.

SchliefSlich ist o o

I1%? = (X,;X,) @'’ = Gyt = Gx (0,1).
Werden die Ausdriicke fiir ||%||”, [N, X ;,X ;] und [N, %,%] in (4.42) substituiert, so
entsteht die Formel (4.43) der geodétischen Kriimmung. m

Definition 4.14 Eine Flichenkurve x(t) = X (u(t)) (t €I undu(t) € U) wird
geodiitische Linie oder Geoddte genannt, wenn ihre geodditische Krimmung in je-
dem Kurvenpunkt verschwindet, d.h. wenn k, (t) = 0 fir alle t € I.

Bemerkung 4.30 Die Flichenkurve x(s) = X (u(s)) sei 0.B.d.A. nach der Bo-
genlinge s parametrisiert und habe den Hauptnormalenvektor n(s). x (s) ist genau
dann eine Geoddte, wenn sich in jedem Kurvenpunkt der Flichennormalenvektor N (u (s))
und der Hauptnormalenvektor n (s) nur um thr Vorzeichen unterscheiden, d.h. wenn

n(s) = £N (u(s)).

Man kann diesen Sachverhalt auch wie folgt ausdriicken: Fine Flichenkurve x (s) ist
genau dann Geoddte, wenn die Flichennormale N in jedem Kurvenpunkt in der von
n(s) und t(s) aufgespannten Schmiegebene zu x (s) sich befindet.

Beweis. a) x(s) sei eine Geoddite und damit ky(s) = 0. Einerseits ist nach (3.6)
und (3.8) X" = kn und andererseits mit (4.21) X" = k,N + k,P, woraus sich kn =
kE,N + E,P = k,N ergibt. Bildet man von beiden Seiten dieser Beziehung die Norm,
so ist wegen ||n|| = ||N|| auch |k,| = |k| und deshalb n = £N.

b) Ist n = N, so folgt k,N + k,P = kn = £kN. Indem diese Beziehung skalar mit
P multipliziert wird (es ist (N, P) =0 und ||P|| = 1), ergibt sich

0= +k (N, P) = k, (N, P) + k, (P,P) = k,.
Nach Definition 4.14 ist x (s) damit eine Geodite. m
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Unmittelbar aus Formel (4.43) fiir k, ergibt sich eine weitere hinreichende und notwen-
dige Bedingung, die eine Geodite erfiillen muss.

Satz 4.8 FEine Flichenkurve x (t) = X (u' (t),u?(t)) ist genau dann eine Geodite,
wenn die Funktionen u' (t), u? (t) die Geodditengleichungen

i+ d T =0 k=1,2 (4.44)

erfiillen.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich mit (4.43) unmittelbar daraus, dass k, = 0 genau
dann eintritt, wenn @* +@'@/T}; = 0 fiir k = 1,2. In (4.44) gehen als Koeffizienten nur
die ausschliellich von den Metrikkoeffizienten abhingigen CHRISTOFFEL-Symbole
Ffj ein. Die Eigenschaft einer Flidchenkurve Geodéte zu sein, ist deshalb eine innergeo-
metrische Eigenschaft. Die Gleichungen (4.44) bilden ein System gewdhnlicher Differen-
zialgleichungen zweiter Ordnung fiir die beiden Funktionen u' (¢) und u? (¢).

Beispiel 4.17 Auf einer Ebene mit der Parametrisierung X (u) = Xo + u'a + u*b
(siehe Beispiel 4.1 und 4.15) verschwinden simtliche CHRISTOFFEL-Symbole, so dass
aus (4.44) die Differenzialgleichungen @* = 0 mit den Ldsungen u®(t) = "t + d*
(k: =1,2; F.dv e R) folgen. Daraus ergeben sich die Geoddten
x(t) = X(u@)=Xo+ (c't+d")a+ (t+d*)b
= (Xo+d'a+d’b) +t(cla+c’b),

die Geraden auf der Ebene sind.

Beispiel 4.18 Die Mantelfidche eines Rotationszylinders mit dem Radius R und der
X3—Achse als Rotationsachse hat die Standardparametrisierung

]
\
R cos (u')
X (ut,u?) = [ Rsin(u')
uQ Xs T2 Tl
N
\

Aus dieser Parametrisierung sind sofort die begleitenden Dreibeine
—Rsin (u') 0 cos (u')
T, = Rcos(u') |; To=10 N = [ sin(u')

0 1 0
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ableitbar.

a) Meridianlinien x,; (t) = X (¢, t) sind wegen Xy (t) = 0 und damit [N, X,;,Xp] =0
Geoddten auf der Zylindermantelfiiche.

b) Schraubenlinien haben gemdf$ Beispiel 3.4 (mit o = 1) die Parametrisierung

R cos (t)
x5 (t) =X (t,0t) = | Rsin(¢) BeR
Bt
und verlaufen damit auf der Mantelfliche. Mit X4 (t) = —RN (u (t)) verschwindet das
Spatprodukt [N, %x,,%Xs] = —R[N,%x,,N| = 0. Schraubenlinien sind folglich Geodditen

dieser Fldche. Im Spezialfall B = 0 entstehen Breitenkreise des Zylinders, die damit
auch Geoddten sind.

Beispiel 4.19 Flir die Breitenkreise x, (t) = X (t,«) der Einheitsspire S* mit der
Parametrisierung X (1) gemdf (4.2) erhdlt man

— sin () cos ()
X, (t) =sin () | cos(t) i Xo(t) = —sin(a) [ sin(t)
0 0

Mit dem Fldchennormalenvektor N, (t) = —X (t,«) (siehe Beispiel 4.5) ergibt sich
fiir die Breitenkreise x,, die geoddtische Kriimmung

1 1 cos ()
= —— |N,, X0, X = = No,Xo X Xo) = —— = —cot (a).
Tl | I= G (a) ( )=~ (a) ()
Von allen Breitenkreisen ist folglich nur der Aquator mit o = % eine Geoddte. Xr /o (t)

ist ein GrofSkreis von S?, dessen Mittelpunkt sich im Ursprung 0 des R® befindet. Jeder
andere Grofkreis x¢ (t) auf S* geht aus X2 (t) durch eine EUKLIDische Bewegung
xg = QX /o mit der orthogonalen Matriz Q hervor. Aus der Invarianz des Spatproduk-
tes gegentiiber EUKLIDischen Bewegungen ergibt sich, dass damit auch die geoddtische
Kriimmung von xXg verschwindet. Jeder Grofikreis und insbesondere alle durch die Pole
verlaufenden Lingenkreise auf S? sind folglich Geoddten.

Auf systematischem Wege werden Geoditen einer Fliche durch Losung des Differenzi-
algleichungssystems (4.44) konstruiert. Dazu muss (4.44) durch geeignete Zusatzbedin-
gungen erganzt werden, was zu folgenden Problemstellungen fiihrt:

1. Die zu konstruierende Geodéte soll durch den Flachenpunkt Xo = X (up) mit
uy = (ug, u%)T € U verlaufen und in diesem Punkt den Tangentenvektor

ty = X7k (UO) Uk = Uka (110) € TXO

besitzen. Das Differenzialgleichungssystem (4.44) ist dann durch die folgenden
Anfangsbedingungen zu ergénzen:

uF (L) =ub  und  WF () =U" k=1,2. (4.45)
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Damit liegt ein Anfangswertproblem fiir ein gewohnliches Differenzialglei-
chungssystem 2. Ordnung vor. Unter der Voraussetzung einer hinreichend glat-
ten Flachenparametrisierung X (u) folgt aus der Theorie gewohnlicher Differen-
zialgleichungen (siche z.B. [MeVal, Bd. 2) die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung u (t) = (u! (t),u2 (t))" von (4.44) mit den Anfangsbedingungen (4.45)
in einer Umgebung von ug. Zu jedem Flachenpunkt X, und einem beliebigen
Tangentenvektor to = UFT, € Tx, gibt es genau eine Geodite x (t) = X (u (¢))
mit x (ty) = Xo und % (t9) = to. Die Umgebung, in der diese Geodite existiert,
ist von den Eigenschaften der Fliache abhingig.

Bei vorgegebenem normiertem Tangentenvektor to ( [[to] = ||[U*Tk|| = 1) ist
die konstruierte Geodite nach der Bogenlédnge parametrisiert.

Beweis. Nach Definition 3.6 ist zu zeigen, dass ||% (t)|| = 1 oder wegen ||% (to)| =
d

lto|| = 1 dazu gleichbedeutend 7 (% (t),%(t)) =0.

Mit den Ableitungsgleichungen nach GAUSB und (4.29) ist zunéchst

Gijr = (X, X j) + (Xi, X ji) =[Gy + T5,Gis.

Mit dieser Formel folgt nach Ableitung von (%x,x) = G;;u'w/ gemdB der Produkt-
regel der Differenziation und nach Umbenennung der Indizes:

d . . i g ies
E(X,X) = G U + Ggut’ + Gisu't

= Gy (T5aiad + i) @ + G (D30 + %) il = 0.

In den Klammern stehen die linken Seiten der Differenzialgleichungen (4.44), so
dass dieser letzte Ausdruck verschwindet. m

. Auf einem Flachenstiick sind die hinreichend nahe beieinander liegenden Punkte

Xo =X (ug) und X; = X (uy) (ui = (u}, uf)T> vorgegeben. Zu konstruieren ist

eine durch X, und X; verlaufende Geodéate des Flachenstiickes. In diesem Fall
wird das System (4.44) durch die Randbedingungen

uF (L) =uf und WF () =uF k=1,2 und ty <t

ergénzt. Bei hinreichend glatter Parametrisierung X (u) besitzt dieses Rand-
wertproblem ebenfalls eine eindeutig bestimmte Losung u = u (t) mit u (¢;) =
u; (i = 0,1). In einer hinreichend kleinen Umgebung beider Flachenpunkte exis-
tiert damit genau eine beide Punkte verbindende Geodéte x (t) = X (u (¢)). Dar-
aus folgt weiter, dass sich alle von einem Flachenpunkt ausgehenden Geodéten in
einer hinreichend kleinen Umgebung des Punktes nicht schneiden oder beriihren
(abgesehen in diesem Punkt selbst). Die so konstruierten Geodédten sind jedoch
im Allgemeinen nicht nach der Bogenlénge parametrisiert. Dass sich diese Aus-
sagen nur auf eine hinreichend kleine Umgebung der beiden durch eine Geodéte
verbundenen und hinreichend nahe beieinander liegenden Punkte bezieht, soll
mit dem folgenden Beispiel untermauert werden.
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Beispiel 4.20 Die Punkte Xy = X (ub,u?) und X; = X (ui,u?) der Man-
telfliche eines Zylinders, die sich nicht auf dem gleichen Breitenkreis befinden
(ud # u?), konnen durch eine Schraubenlinie, die nach Beispiel 4.18 Geodiite ist,
verbunden werden. Lisst man die gesamte Mantelfiiche mit X = X (u) (u € R?)
fiir den Kurvenverlauf zu, so gibt es unendlich viele beide Punkte verbindende
Schraubenlinien mit verschiedenen Steigungen 3. Gilt aber z.B. 0 < u} < u} < 2w
und schrankt man den Parameterbereich auf den Streifen Uy = (0,271) X R ein, so
existiert genau ein Teilstiick einer Schraubenlinie, welches beide Punkte verbindet.
Liegen Xy und X auf einem Breitenkreis des Zylinders, so kinnen diese bei un-
eingeschrdanktem Parameterbereich stets durch zwei Geodditen verbunden werden,
die gleich den beiden von Xy und Xy begrenzten Teilkurven des Breitenkreises
entsprechen.

Bemerkung 4.31 Wie im wvorstehenden Punkt 1. gezeigt, gibt es zu einem festen
Flichenpunkt Xy in jede Tangentenrichtung t € Tx, mit ||t|| = 1 eine eindeutig nach
der Bogenlinge r = s parametrisierte Geodite x¢ (1) (0 < r < so). Die Gesamtheit die-
ser Geoddten bildet eine Schar von Kurven, die sich ausgehend von Xq sternférmig bis
zu etnem von der Richtung t abhdingigen Punkt ausbreiten.

Die Menge aller der Punkte dieser Geoddten, die zu einer festen Bogenlinge r =
s (0 <r <sg) gehoren, bilden eine geschlossene Kurve (geoddtischer Kreis) y, (¢)
(p € R), die jede Geodite unter einem rechten Winkel schneidet. Die beiden Kurven-
scharen y, (¢) (0 <r < sg) und x¢ (r) (t € Tx,, [[t|| =1) bilden folglich ein ortho-
gonales Liniennetz, welches geoddtisches Polarkoordinatensystem genannt wird.
Verbunden damit ist eine (GAUfsche) Parametrisierung X = X (r, @) eines Fldchen-
stiickes §o C § in der Umgebung von Xy durch die geoddtischen Polarkoordinaten
r und ¢, die jedem Parameterpaarr,p (0 <r < s, p € R) einen Flichenpunkt X € §o
zuordnen. Im Punkt X ist diese Parametrisierung jedoch nicht requldr. Zwischen den
Vektoren rt und den Punkten x¢ (1) auf einer Geoddten besteht die Abbildung:

expx, : Vo C Tx, =+ Fo C T gemdff rt € Vo — x4 ().

Diese Abbildung heifst Exponentialabbildung und ist in einer hinreichend kleinen
Umgebung Vo des Ursprungs von Tx, bijektiv und stetig differenzierbar, d.h. ein Diffeo-
morphismus. Durch die Exponentialabbildung werden die vom Ursprung des Tangenti-
alraumes Tx, ausgehenden Geraden rt (r > 0) auf die entsprechenden Geoddten xy (1)
der Fliche § durch den Punkt Xq abgebildet. Mit der Parametrisierung der Geoddten
nach ihrer Bogenlinge ist diese Abbildung auflerdem isometrisch, d.h., Strecken auf den
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Ursprungsgeraden in Tx, und ihre Bildlinien auf den entsprechenden Geoddten haben
die gleiche Linge.

Bei einer Parametrisierung mittels geoddtischer Polarkoordinaten gilt fir die Tangen-
tenbasisvektoren (T1,T1) = 1 und (T1,T2) = 0, so dass die erste metrische Funda-
mentalform die Darstellung

1 0 ' 5
Gx = ( 0 Gy ) mit Goyy = (X,wX,@) und X, = %X (r, )

annimmdt.

Eine Ebene ist nach Wahl eines Ursprunges Py stets durch Polarkoordinaten para-
metrisierbar. Die Koordinatenlinien sind die von Py ausgehenden Geraden und die
konzentrischen Kreise mit dem Mittelpunkt in Py. Jeder Punkt der Ebene aufler dem
Punkt Py wird auf diese Weise requlir parametrisiert. Ist die Ebene durch X (u',u?) =
Xy + uta + u?b mit ||a|| = ||b]| = 1, (a,b) = 0, O—Pg = Xy gegeben, so ergibt sich fiir
thre Parametrisierung in gewdhnlichen Polarkoordinaten:

X (r,) = Xo + rcos () a+ rsin (@) b; r>0, 0<¢p<2n.

Auf einer Kugel bildet das Liniennetz der vom Nordpol ausgehenden Lingenkreise und
die Breitenkreise ein (sphdrisches) Polarkoordinatensystem. Diese Parametrisierung ist
aufler tm Nord- und Sidpol fiir jeden Punkt der Kugeloberfliche reguldr. Im Falle der
Einheitssphire S? entspricht (4.2) mit u?> = r und u' = ¢ einer Parametrisierung in
geoddtischen Polarkoordinaten.

In der Ebene ist die kiirzeste Verbindungslinie zwischen zwei beliebigen Punkten das
durch diese Punkte verlaufende Geradenstiick. Die Geraden, die Geodéten der Ebene
sind, realisieren also die kiirzeste Verbindung zwischen Punkten auf einer Ebene. Die
Geodéten einer beliebigen Flache wurden in einer freien Interpretation als verallge-
meinerte Geraden der Fliache interpretiert. Es liegt deshalb nahe, unter den Geodéten
die Fldachenkurven zu suchen, die Punkte einer Fliche auf kiirzestem Wege verbin-
den.

Satz 4.9 Auf einer C?— Fliche mit der Parametrisierung X = X (u) (u € U) verlaufe
eine C*—Kurve mit x (s) = X (u(s)), die zwei Punkte Xq = X (ug) und X; = X (u)
auf kiirzestem Wege verbindet, dann ist x (s) notwendigerweise Teil einer Geoddte der
Fldche.

Beweis. x (s) sei nach der Bogenlinge parametrisiert und realisiere die kiirzeste Ver-
bindung zwischen den Punkten Xy = X (u(sg)) und X; = X (u(s1)) mit sp < s1. Zu
zeigen ist, dass x (s) mit sp < s < s eine Geodiite ist. Dies geschieht auf der Grundlage
der Variationsrechnung.
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Neben x (s) werden C?—Flidchenkurven mit den Parametrisierungen x. (s) = X (u. (s))
eingefiihrt, wobei

u.(s) =u(s)+ev(s), e€R X,
x(s)

u.(s) e U fiir s <s<s )
€

X,

und v (sg) =v(s;) =0.
Jede Kurve x. (s) verbindet die Punkte Xy = x. (s9) und X; = x. (s1). Bei der Bil-
dung von Ableitungen der Parametrisierung x. (s) muss beachtet werden, dass s im
Allgemeinen nicht der Bogenldngenparameter fiir x. ist. Die Bogenldnge von x. (s)
(s < s <s1)ist

L= / VGis (u (s)) 1 (s) i (5)ds.

L. nimmt nach Voraussetzung im Grenzfall lir% X. (s) = x(s) ein Minimum an. Die
E—

notwendige Voraussetzung dafiir ist:

d

— L.
de

=0 fur alle (fest gewdhlten) v mit u. = u+ev.
e=0

Mit lim (Gijugug)m = Gy (u?) (W) = ||%(s)||” = 1 ( x(s) ist nach der Bogenlinge
e—
ok

parametrisier! ) und d—s = ¥
5

ergibt sich:

a (Gijuéuii)l/z _ Gijpugilo® + 2Gulo"
de e=0 2 (Gyutid) v e=0
et ]

Unter der vorausgesetzten Glattheit der Kurven und X (u) kann die Differenziation
nach ¢ und Integration in den Grenzen sy < s < s1 vertauscht werden, was zu folgenden
Ausdriicken fiihrt:

_ ! / Gy () (w0) 0¥ + 2G (u) ¥ ds

S0

-1 :G,.j,k () () =2 (i (ui),>/} ohds =0

d
— L.
de

e=0

Hier wurde auf das zweite Glied im Integranden des ersten Integrals partielle Inte-
gration angewendet und beriicksichtigt, dass v¥ (sg) = v*(s;) = 0. Dieses Integral
verschwindet fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen v (s) = (v! (s),v2(s))" mit
u. (s) =u(s) +ev(s) € U. Daraus folgt notwendigerweise, dass der in eckigen Klam-
mern stehende Ausdruck des letzten Integrals Null sein muss. Im anderen Fall konnte
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man eine zulédssige Funktion v (s) konstruieren, fiir die dieses Integral nicht verschwin-
det. Es ergeben sich also die Gleichungen

!/

Gy () (@) =2 (Gu (w)') =0 k=12

Mit
!/

2 <sz (Ul)/) = 2Gik,j (UZ)/ (uj)/ + 2G2k (ui)”
= (Grij + Gjryi) (ul), (uj)/ + 2G i (ui)/,

und der Formel (4.31) fiir die CHRISTOFFEL-Symbole nehmen diese Gleichungen
folgende Form an

1 NN
Gik (UZ) + 5 (ka‘ + ij,i - Gmk) (u’) (uj) = 0
G™* Gy, (ui)” + %le (Grij + Gjri — Gijr) (ul)/ (uj), =0
(W) T ) @) =0 r=12

Ein Vergleich mit (4.44) zeigt, dass es sich hierbei um das Differenzialgleichungssystem
fiir eine Geodéte handelt, folglich ist x (s) auch eine Geodéte. m

Bemerkung 4.32 Die kiirzeste Verbindungslinie zweier Flichenpunkte ist auf beliebi-
gen Flichen im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Als Beispiel kénnen zwei dia-
metral gegeniiberliegende Punkte, konkret der Nord- und Sidpol, der Finheitssphdre
dienen. Jeder Halbkreis, der auch Lingenkreis ist, realisiert die kiirzeste Verbindung
dieser Punkte. Es gibt folglich unendlich viele kiirzeste Verbindungen zwischen beiden
Punkten.

Die Bedingung des Satzes ist nicht hinreichend dafiir, dass x (s) kirzeste Verbindungsli-
nie zwischen Flachenpunkten ist. D.h., eine Geoddte, die zwei Fldachenpunkte verbindet,
muss nicht zwangsldufig die kiirzeste Verbindung zwischen diesen Punkten herstellen.
Betrachtet man z.B. zwei nicht diametral gegeniiber liegende Punkte auf dem Aquator
der Einheitssphire, so werden diese durch zwei Geoddten auf dem Aquator unterschied-
licher Linge verbunden. Gibt es andererseils eine kiirzeste Verbindungslinie zwischen
zwet Flachenpunkten, so ist diese zwangsliufig Teil einer Geoddten.

4.9. Ausgewihlte Flachen

Auf einem regulér parametrisierbaren Fliachenstiick gibt es zwei Scharen von Kurven,
die Koordinatenlinien. Es lassen sich aber auch in mannigfaltiger Weise Fléachen er-
zeugen, indem man umgekehrt von zwei vorgegebenen (unabhéngigen) Kurvenscharen
ausgeht und damit eine regulér parametrisierbare Fliche beschreibt. Auf der Grund-
lage dieser Vorgehensweise werden die im Folgenden zu besprechenden Flidchen kon-
struiert.
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I. Drehflachen

Die Punktmenge einer Drehfliche kann als Spur aufgefasst werden, die eine ebene
Kurve bei Drehung um eine starre gerade Achse im Raum hinterldsst. Ohne auf All-
gemeinheit zu verzichten kann die erzeugende Kurve in der X;X3—Ebene platziert
werden und die X3—Achse als Drehachse dienen. Geht man von der Kurvenparametri-

sierung x (u') = ( ;ol) Ezig ) - ( ;Ezig ) uw el CR

mit den wenigstens zweimal stetig differenzierbaren Funktionen r,h : I — R
(r (u') > 0 fiir alle u* € I) aus, so ist die daraus entstehende Drehfliche wie folgt
parametrisierbar:

A5
r (ul) cos (u?)
X (ut,u?) = [ r(u')sin (u?) h(u') X,
h(u') - (4.46)
A X,

Die Koordinatenlinien X (u!,¢) heien Meridiane und X (c,u?) Breitenkreise der
Drehfliche. Auf der Grundlage dieser Standardparametrisierung sind Drehflichen sehr
bequem analysierbar.

Zunéachst ist unter den getroffenen Voraussetzungen in jedem Flachenpunkt das beglei-
tende Dreibein T; = X ; (¢ = 1,2), N berechenbar:

7 cos (u?) —rsin (u?) 1 —h cos (u?)
T, = | r7sin(u?) |; Ty = reos(u?) |3 N=——= | —hsin(u?) |,
h 0 Vit 4 h? i
dr (u : dh (u
dabei ist 7 = o (w) und h = (v ) Fiir jedes Parameterpaar (u',u?) € I x R

ul du!
bilden T;, Ty eine orthogonale Tangentenbasis, womit die Regularitdt der (GAUS-
schen) Parametrisierung gesichert ist. Zusammen mit den zweiten partiellen Ableitun-
gen

7 cos (u?) —7 sin (u?) —r cos (u?)
X = | #sin(u?) |; X = reos(u?) |; Xgg= [ —rsin(u?)
h 0 0

ergeben sich iiber G;; = (T, T;) und L;; = (X ;;, N) die metrischen Fundamental-

grofen
.9 ) 1 _
G:<r—gh 02)7 L:—(rh Th O>‘ (4.47)

r V2 4+ j2 0 rh
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Mit diesen Groflen konnen die Kriimmungseigenschaften von Drehflichen untersucht
werden. Aus dem Eigenwertproblem (G™'L — A\I) v = 0 mit der Matrix

. ih — ih 0
G 'L =32 h (7"2 + h2>
(722 + h2> 0 _— @ 7
r
folgen die Hauptkriimmungen
ih —ih h
1= ———55 und Ay = —F———
(7;2 + ;’L2>3/2 rV 1?2 + h?

und schliellich die Kriimmungsgrofien

r <rh - rh) +h (7*2 + iﬂ)

H:%(A1+)‘2): 3/2

2r (724 1) i
h (rh - rh) (445)
K=\ =

r <7'“2 +h2>2'

Bemerkung 4.33 Ist die erzeugende Kurve x (u') nach der Bogenlinge s = u' para-
metrisiert, so vereinfachen sich diese Formeln bedeutend. In diesem Fall ist ||x’ (s)||* =
(' (5))* + (W (s))* = 1 und nach Ableitung beziiglich s: "' + h"h' = 0. Damit erhilt
man die Hauptkrimmungen

h/l ,r,// h/
Alzrlh//—rl/h/ZFZ—ﬁ , )\2:7
und wetter die Invarianten
1 /0" K (rh’)' r”
2(r’+7") (rz)’ ’ r (4.49)

Werden der mittleren Kriitmmung H und/oder der GAUfschen Kritmmung K vorgege-
bene Werte zugewiesen, so sind die Formeln (4.48) und (4.49) als Differenzialgleichun-
gen in 7 und h zu betrachten. Deren Losungsfunktionen 7 (u') und h (u') definieren
dann eine Drehfliche mit den vorgegebenen Kriimmungswerten. Fordert man z.B., dass
eine zu erzeugende Drehfliche konstante GAUfBsche Kriimmung K = K, aufweisen soll,
so folgt aus (4.49) die Differenzialgleichung r” + Kqr = 0 unter der Nebenbedingung
() 4+ ()* = 1 (Parametrisierung nach der Bogenlinge!). Losungen dieses Problems
findet man z.B. in [Kiihn].

Bemerkung 4.34 Aus den Formeln (A.3) (siehe dazu Aufgabe 5 aus Abschnitt 4.13)
fiir die geoddtische Kriimmung der Koordinatenlinien bei GAUf$scher Parametrisierung
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ergeben sich folgende Aussagen zu den Meridianlinien und Breitenkreisen einer Dreh-
flache:

Mit G145 = 0 leitet man aus (A.3) fiir eine Meridianlinie (X (u',c)) die geoditische
Krimmung kg = 0 ab. Meridianlinien einer Drehfliche sind damit stets Geoddten.
Fiir die geoditische Kriimmung eines Breitenkreises (X (c,u?)) folgt aus (A.3):

7}.
7“\/7‘“2+i'12.

Ein Breitenkreis ist deshalb nur dann eine Geoddte, wenn v (u') = 0. In diesem Fall
ist die Tangente an die erzeugende ebene Kurve parallel zur Xs— Achse.

k92 -

Beispiel 4.21 (Drehfiichen)

1. Kreiszylindermantelfidche:

Ay AX3

r(u')=R ’ N
h(u') = ut - v
R T o

) ’
u € R X . /\{1

X2+ (X,)? = R? ] )

(X1) + (X2) D

2. Kreiskegelmantelfiiche:

1 Ak)(; “)(3

(X1)* + (X2)? = m? (X3)°

3. Kugeloberfliche:
r(u') = Rsin (u!)
h(u') = Rcos (u')

O<ul<m R>0
(X1)* + (X2)* + (X3)* = R?
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4. Rotationshyperboloid:

wteR, R>0,b>0

(07 () (X'

R2+R2_b2

5. Torus:

r(u') =rcos(u')+ R
h(u') = rsin (u')

0<ul<2m 0<r<R

A

h(u') -

| Jis

A
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II. Regelflichen

Eine Regelflache ist als geometrisches Objekt beschreibbar, welches aus kontinuierlich
aneinandergefiigten Geraden besteht. Auszugehen ist von einer reguldr parametrisier-
ten C?—Kurve y (u') : I € R — R3 und einem ebenfalls zweimal stetig differen-
zierbaren Richtungsfeld r (u!) : I — R3  wobei die lineare Unabhiingigkeit der Vek-
dy (u')
ul
Vektorfunktionen legen fiir jeden festen Parameterwert u! € I eine Gerade y (u') +
u?r (u') fest. Die Gesamtheit dieser Geraden bildet eine Fliche mit der Parametrisie-
rung

toren y (u') = und r (u') fiir alle u' € I vorausgesetzt wird. Diese beiden

/r(ul)
(4.50)

y(u)

Anschaulich kann man sich eine Regelfliche als Spur vorstellen, die die gerade Stange
eines Jongleurs hinterlésst, wenn sich dieser entlang einer Kurve im Raum bewegt. Die
Kurve y (u') heiBt Leitkurve und die mit r (u') als Richtungsvektoren gebildeten Ge-
raden nennt man erzeugende Geraden (oder einfach Erzeugende) einer Regelfliche.
Die Tangentenbasisvektoren

X1 (ul, u2) =y (ul) + u?F (ul) , X2 (ul, u2) =r (ul)

sind wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit von y (u') und r (u') fiir jedes
Parameterpaar (u',0) ebenfalls linear unabhingig. Aus der geforderten Glattheit der
Funktionen y und r folgt, dass zu jedem u! € I Umgebungen U,; C R? mit (u',0) € U,
existieren, in denen die Tangentenbasisvektoren immer noch linear unabhingig sind.
In der Vereinigung U = |J U, aller dieser Umgebungen ist damit die Regularitit der

ulel
Parametrisierung (4.50) gesichert. Eine mit dieser Einschrinkung durch (4.50) para-
metrisierte Flache wird Regelfliche genannt.
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Beispiel 4.22 (Regelfiichen)

1. Verallgemeinerte Zylinderfldche:

P AX3
— kX I S o 1
T A r(u')
y (u') = (v (u'), 2 (u'), 0) P A
requldre Parametrisierung einer RN | |
b d Ipunktfreien K
ebenen doppelpunktfreien Kurve ~ | LA
T N
r(ul) = (0707 1) - o ///'Xz
u? €R Ll )
X

Mit y (u') = (ou?, But,0)" (Jo| +|B] # 0) erhilt man als Spezialfall eine Ebene.

2. Verallgemeinerte Kegelfidche:

X,

T

y (u) = (1 (u') 52 (u') ,0)
requldre Parametrisierung einer
ebenen doppelpunktfreien Kurve

r(u') =y (u) ~ OP
mit OP = (Py, Py, Py)" und Py # 0,
u? € (—1,00)

3. Hyperbolisches Paraboloid:

y (u!) = (au!,bu',0)"

r(u') = (a, —b, 4u?)”

lal + [0] # 0
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4. Finschaliges Hyperboloid:

T

y (u') = (acos (u'),bsin (u'),0)
r (u!) = (—asin (u!), beos (ul), )"

a,b>0, c¢c#0

5. Das im Beispiel 4.6 eingefiihrte MOBIUS-Band ist ebenfalls eine Regelfliche.

d 1
Bemerkung 4.35 Mit X9 = 0 und X 12 = ii(ul ) = 1 erhdlt man aus (4.10) die
u
folgenden Koeffizienten der zweiten metrischen Fundamentalform Lx einer Regelfidche:
Lyy = (N, X 2)=0
(¥, (¥ + v?t) x 1) [, y, 1]
Lis = (N, X19) =-— - = — - : 4.51
R [ Er O I e R

Bemerkung 4.36 Aus den Formeln (4.51) folgt fir die GAUfsche Krimmung

Cdet(Lx) (L)’
K= et (Gx) ~ det(Gy) =

FEine Regelfliche kann deshalb keine elliptischen Punkte enthalten. Es gilt aufferdem:

K=0 < [iyr]=0. (4.52)

Bemerkung 4.37 FEine Regelfiiche mit der GAUfschen Krimmung K = 0 heifit
Torse. Torsen zeichnen sich dadurch aus, dass die Tangentialebenen zu allen Punkten
einer erzeugenden Geraden X (c,u?) =y (¢) + u’r (¢) (¢ = const) gleich sind.
Fiir die Flichen aus den Teilen 1. und 2. von Beispiel 4.22 folgt nach einfachen Rech-
nungen, dass [t,y,r| = 0. Damit sind Fldchenstiicke verallgemeinerter Zylinder- oder
Kegelfidchen Torsen. Zu den Torsen gehéren auch die Tangentenfldchen, deren er-
zeugende Geraden von den Tangentenvektoren y (u') = r(u') der Leitkurve y (u')
aufgespannt werden.:

X (u',u®) =y (u') +uy (u'). (4.53)

Aus den Tangentenbasisvektoren X ; = y + u*y und X o =y ist ersichtlich, dass Tan-
gentenflichen fiir u*> = 0, d.h. lings der Leitkurven durch (4.53), micht mehr regulir
parametrisiert sind. y (u') trigt deshalb auch den Namen Gradkurve der Tangenten-
fliche. Im Falle ¥ (u') # 0 ist die Parametrisierung (4.53) fir u®> # 0 reguldr. Mit
r=yundt =7y folgt [t,y,r| =[¥,y,y] =0 und damit K = 0.
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Beispiel 4.23 Zu den Tangentenflichen gehdren die Schraubentorsen, die von ei-
ner Schraubenlinie als Leitkurve erzeugt werden. Zusammen mit Beispiel 3.4 (o =1)
folgt fiir eine Schraubentorse die Parameterdarstellung:

R (cos (u') — u?sin (u'))
X (ul,u?) = [ R(sin(u') + u?cos (u'))
B (u! +u?)

uhu?eR; uw?>0.

Anschaulich ist eine Schraubentorse als Auffahrt in ein kreiszylinderférmiges Parkhaus
vorstellbar. Im Allgemeinen findet man Schraubentorsen im Trassenbau und im Zu-
sammenhang mit Gelindegestaltungen.

Beispiel 4.24 Zu einer Wendelfldche kommt man, wenn als Leitkurve die X5— Achse
mit der Parametrisierung y (u*) = futes und r (u') = R (cos (u') ,sin (u?),0)" gewdihlt
wird:

(4.54)

4.10. Minimalflachen

Eine im Raum verlaufende geschlossene regulir parametrisierte (insbesondere doppel-
punktfreie) Kurve kann als Rand einer Fldche angesehen werden. Die von einer sol-
chen Raumkurve eingeschlossene Fléche ist innerhalb des Randes in vielfaltiger Weise
verformbar. Mit Bezug auf einen festen Rand hat man es deshalb mit einer Men-
ge gleichberandeter Flichen zu tun und wird bestrebt sein, in dieser Menge nach
Fliachen mit besonderen Eigenschaften zu suchen. Eine fiir viele Aufgaben aus Na-
tur und Technik interessante Frage ist: Gibt es unter diesen Fldchen mit gleichem
Rand solche mit kleinstem Inhalt? Diese Fragestellung fiithrt zum Begriff der Minimal-
fldche.

Experimentell lassen sich derartige Flachen erzeugen, indem eine Drahtschleife in eine
Seifenlosung getaucht wird. Beim Herausziehen der Schleife aus der Losung bildet sich
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infolge der Oberflichenspannung eine diinne Haut, die abhéngig von der Schleifenkon-
tur so geformt ist, dass ihr Flacheninhalt gegeniiber dem Inhalt aller moglichen anderen
Fléchen innerhalb dieser Kontur einen minimalen Wert annimmt.

Auf einer C?*—Fliiche § mit der Parametrisierung X (u) (u € U) verlaufe eine geschlos-
sene doppelpunktfreie Kurve mit x (t) = X (u(t)) (¢t € ). Die von dieser Kurve ein-
geschlossene Teilfliche §y C § wird ebenfalls mit X (u) (u € Uy C U) beschrieben,
wobei Uy zusammenhingend und die AbschlieBung Uy eine beschrinkte (und damit
kompakte) Menge mit dem Rand

anzUo—Uoz{u€R|u:u(t) ,tE[}

ist. Unter Einbeziehung des Einheitsnormalenfeldes N (u) (u € Uy) von § werden Fliachen
S gemif der Parametrisierung

Xf(u)=X(u)+epu(u)N(u) wuelUy; €€R (hinreichend klein)

eingefithrt, wobei u (u) eine beliebige (aber fest gewihlte) auf Uy zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion mit p (u) = 0 fiir alle u € 9Uj ist.

Satz 4.10 Besitzt §o unter allen Flichen §. den kleinsten Fldacheninhalt, so muss
notwendigerweise die mittlere Krimmung in jedem Fldchenpunkt von §o verschwinden:

H(u) ==\ (u)+X(u)=0  firalleu e U. (4.55)

1
2

Beweis. Mit den Tangentenvektoren
X5 (u) =X, (u) +ep; (WN () +ep ()N, (n) =12

aus den Tangentialriumen der Flachenpunkte X° (u) von §. ergeben sich iiber die
Metrikkoeffizienten G;; (u) = (X;,X ;) zu §o und wegen (X, N) =0, (X;,N;) =
—L;; die Metrikkoeffizienten zu §.:

G5 (n) = Gyj (u) — 224 (0) Lij (u) + C (u) .

In C (u) sind alle Glieder zusammengefasst, die multiplikativ mit €2 verkniipft sind. Es
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sei G: (u) = {G5; (u)} und Gx (u) = {Gj; (u)}. Dann ist

9 2
5o (det (G2)Y

e=0

1 0 € € e \2

= 9 (det (G ))1/2§ (GIIGQQ - (Gm) )
€ e=0

_ 1 aGil 5 € 8G52 8G§2 €
— Q(det (Gs))l/Q ( ag GQQ Gll a 88 G12 i
= W (GaoL11 + G11Las — 2G12L49)

X
= —pu spur (Gx'Lx) (det (Gx))"?
= —2uH (det (Gx))"2.

Die Beziehung zwischen spur (G;LX) und H folgt aus (4.27),. Mit diesem Zusam-
menhang wird der Beweis weiter auf der Grundlage der Variationsrechnung gefiihrt.
Notwendige Bedingung fiir ein Extremum der Inhalte

= // (det (GE))I/2 du' du?

0
—A. (pn)| =0 fiir alle (fest gewéahlten) zuldssigen Funktionen p (u).

Oe

Mit der vorausgesetzten Glatthelt der Parametrisierung X (u) ist

_ d t 1/2
e=0 // 88

- _2//MH (det (Gx))"? du*du®

- _2// u)dF = 0.

Wiéhlt man, abgesehen von einem beliebig kleinen Randstreifen, in dem p (u) gegen Null
abfillt, u (u) = H (u), so folgt aus dieser Forderung H (u) = 0. m

der Flache §. ist

dutdu®

=0

Bemerkung 4.38 Aus dem Beweis dieses Satzes folgt nur, dass die Fliche o ein “kri-
tischer Punkt” beziiglich aller Variationen in Normalenrichtung ist, was nicht zwangs-
laufig bedeutet, dass A, fir e = 0 ein lokales Minimum besitzt. In [Jost] wird jedoch
gezeigt, dass die Bedingung (4.55) fir gentigend kleine Flichenstiicke auch hinreichend
fir ein Minimum des Fldcheninhaltes ist. Man definiert deshalb den Begriff Minimal-
fliche allgemein wie folgt:
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Definition 4.15 FEine Fliche heifst Minimalflidche, wenn ihre mittlere Kriimmung
H in jedem Fldchenpunkt verschwindet: H = 0.

Bemerkung 4.39 Der Fall H = %()\1 + Xo) = 0 tritt nur ein, wenn entweder A\
und Ay unterschiedliches Vorzeichen besitzen oder wenn A\ = Ay = 0 ist. Fine Mi-
nimalfliiche kann nach den Betrachtungen zur Klassifizierung von Flichenpunkten im
Abschnitt 4.5 deshalb nur aus hyperbolischen Punkten oder Flachpunkten bestehen. Fin
Flichenstiick, das elliptische oder parabolische Fldchenpunkte enthdlt, kann keine Mi-
nimalfliche sein.

Bemerkung 4.40 Als Ausgangspunkt zur systematischen Konstruktion von Minimal-
flachen kann die aus H = 0 folgende Gleichung

2H det (Gx) = G11Las + Goo 11 — 2G12L12 =0

dienen. Mit G;; = (X ;,X ;) und L;; = (X ,;;,N) entsteht eine Differenzialgleichung,
die durch geeignete Randbedingungen zu ergdnzen ist. An eine allgemeine Losung dieses
komplexen Problems auf analytischem Wege ist jedoch nicht zu denken. Man schrinkt
sich deshalb auf ausgewdhlite Klassen von Fldchen ein. Unter FEinbeziehung von Me-
thoden der Funktionentheorie sind dazu geeignete Losungsmethoden entwickelt worden

(siehe [Jost] , [Kiihn)).

Beispiel 4.25 Fiir eine Drehfliche mit der Parametrisierung

—a<u' <a
0<u?<2r

ergibt sich aus (4.48) mit h = u' (und damit h =1 ) die mittlere Kriimmung

7241 — i

H=——
2 (72 4 1)%/

Die Bedingung H = 0 ist deshalb dquivalent zu 7> + 1 — r#* = 0. Dies ist die Differen-
zialgleichung der Kettenlinie mit der allgemeinen Lisung (siehe [MeVal):

a

)
r(ul):acosh(u + ) a,beR ; a>0.

Der Parameter b beschreibt die Verschiebung der Fldche lings der Drehachse Xs.
Nimmt man b = 0, so ist r (0) = a der “Taillenradius” der Drehfliche. Die erzeugte
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Fliche
a cosh (u'/a) cos (u?)
X (ut,u?) = | acosh (u'/a)sin (u?)
1
u

ul=-a

heifst Kettenfliche oder Katenotid und ist die einzige Minimalfliche unter den Dreh-
flichen.

4.11. Flachenabwicklung

In diesem Abschnitt geht es um Klassen von Flichen mit gleicher innerer Geometrie.
Alle Flachen einer solchen Klasse miissen die gleiche erste metrische Fundamentalform
besitzen. Die Verbindung zwischen den Flidchen wird durch Abbildungen hergestellt,
die die Flachenmetrik nicht verdndern.

Es seien § und § Flichenstiicke, zwischen denen die Abbildung
P:F—F gemiB XeFoX=0(X)eF
besteht. Beide Fliachenstiicke werden mit einer reguldren Parametrisierung

g X:X(ul,uQ) u= (ul,UQ)TGU und

versehen, wobei die Parameterbereiche U, U gem#f

u= (ul,u2) clU—a=a (ul,u2) eU
aufeinander abbildbar sind. Ist diese Abbildung entsprechend der Def. 4.2 ein Dif-

feomorphismus, so kann @ = @ (u) = (@', EZ)T als zuldssige Umparametrisierung des
Fléchenstiickes § angesehen werden und es ergibt sich:

& (X (ul,u2)) = X (a (u',u?), @ (u!,u2)) = Y (ul,u?) .
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Y (u!,u?) ist dann eine Parametrisierung der Flichenpunkte X von § iiber dem gleichen
Parameterbereich U wie die Parametrisierung X (u', u?) von §.

X(@) = Y(u)

Es wird nun eine auf § verlaufende Flichenkurve ¢ mit der Parametrisierung x (t) =
X (u(t)) (t € I) und deren Bildkurve ¢ = ® (¢) auf § mit der Parametrisierung y (¢)
Y (u(t)) = & (x(t)) (t € I) eingefithrt. Uber die Tangentenvektoren

()= 0

ergeben sich fiir beide Kurven die Bogenelemente
ds(t) = (X, X ) wiiidt =/ (Gx - U, U)dt
ds(t) = +/(Y,;,Y,)wwdt =/(Gg-U,U)dt

mit U = (¢}, 42)" € R2. Gx und Gg bezeichnen die ersten metrischen Fundamental-
groflen der Fléchenstiicke § und §.

. dv (t .
= X,i und  y(t) = % —Y i

Definition 4.16 Die Abbildung ® : § — T heifst isometrisch und die Flachenstiicke
§, & werden zueinander isometrisch genannt, wenn fir alle Punktepaare X, X = ® (X)
die ersten metrischen Fundamentalformen gleich sind, d.h. wenn

Gx = Gx.

Bemerkung 4.41 Wie in Bemerkung 4.10 gezeigt, ist die erste metrische Fundamen-
talform unabhdngig von einer bestimmten Fldchenparametrisierung, folglich ist diese
Definition der Isometrie von Flichenstiicken auch unabhdingig von den gewdhliten Pa-
rametrisierungen X (u) und X (@). Andererseits geniigt zum Nachweis der Isometrie,
dass fiir alle Punktepaare X, X = ® (X) Parametrisierungen X (u) und X (@) =Y (u)
existieren, in denen die ersten metrischen Fundamentalgrifien Gx = {(X;,X;)} und
Gx ={(Y;,Y,)} gleich sind: Gx = Gg.
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Bemerkung 4.42 Aus der Gleichheit der metrischen Fundamentalformen folgt, dass
zueinander isometrische Flichen die gleiche innere Geometrie aufweisen und damit alle
von einer Parametrisierung unabhingigen innergeometrischen Grofen gleich sind. Uber
eine isometrische Abbildung ® aufeinander abgebildete Kurven oder Flichenstiicke sind
lingen- bzw. inhaltsgleich. Insbesondere werden Geoddten auf § wieder zu Geoddten auf
§. Die GAUPsche Krimmung K fiir zueinander isometrische Flichen sind fir jedes
Punktepaar X, X gleich.

Bemerkung 4.43 Die Menge aller zueinander isometrischen Flichen bildet eine Aqui-
valenzklasse, d.h. es gilt:

a) Jede Fliche ist zu sich selbst isometrisch (Reflexivitit).

b) Ist §1 zu §o isometrisch, so ist auch o zu §1 isometrisch (Symmetrie).

c) Sind §1 zu §2 und Fo zu Fs isometrisch, so ist auch §1 zu Fz isometrisch (Transiti-
vitit).

Beispiel 4.26 Die verallgemeinerte Zylinderfliche (siehe Abschnitt 4.9, Regelflichen)

3={X(u)=x(u")+ve;|ueclU} mit U:{u:(ul,zf) 2 eR

uleICR}

mit der ebenen nach der Bogenlinge s = u' parametrisierten doppelpunktfreien Kurve
x (u) = (1 (ub), 22 (1) ,0)" (u! € I) und der ebene Streifen

S — { X (u) = ule; + ules = (u',0,u2)" |ue U}
sind tiber die Abbildung

P:6—3 gemif X(u)e&—X(u)e3 firaleuelU

verbunden. Nach einfachen Rechnungen (unter Beachtung von ||x (u')|] = 1) erhdlt
man fiir die ersten Fundamentalgrifen Gx = Gg = (1] (1] . Damat sind beide

Flachenstiicke isometrisch zueinander.

Definition 4.17 Die Flichen § und § heiflen aufeinander abwickelbar, wenn es eine
Familie von Flichen §, mit den reguliren Parametrisierungen X, (u) (u € U; a <
A < B ) gibt, so dass folgendes gilt:

a) § = Ta und §= §;.

b) Die Parametrisierungen X, (u) sind von \ stetig abhingig.

¢) Fiir beliebige Parameterwerte A\, Ay € [«, B] sind die Flichen §y, und §», zueinander
1sometrisch.
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Ein Flichenstiick § ist auf ein anderes Flichenstiick § abwickelbar (man spricht auch
davon, dass § in § verbiegbar ist), wenn es eine Schar sich stetig dndernder unter-
einander isometrischer Flidchen gibt, die die eine Flédche in die andere iiberfithrt. Man
denke dabei z.B. an die Mantelfliche eines Zylinders, die aus einem ebenen rechte-
ckigen Kartonstiick entsteht indem zwei gegeniiberliegende Seiten ohne Dehnung des
Materials aneinander gefiigt werden. Entscheidend ist, dass es zu keinen Verzerrungen
der Fléachenstiicke kommt, da diese zu Verdnderungen der Fléchenelemente und folglich
zu einer anderen Metrik fithren wiirden. Um es praktisch auszudriicken, aufeinander
abwickelbare Fldchen miissen aus einer flexiblen Haut bestehen, die jedoch keine Ver-
zerrungen zulisst, wie es z.B. mit einem Stiick Papier oder Stahlblech moglich ist,
wenn nicht zu grofle Krifte bei der Verbiegung aufgewendet werden. Nicht zuléssige
Flachenverformungen im Sinne der Flachenabwicklung treten auf, wenn man eine aus
Gummi gefertigte Flache durch beliebig geformte kompakte Gegensténde einer Be-
lastung aussetzt, in deren Folge sich die Gummihaut der Oberflichenform dieser Ge-
gensténde anpasst.

Beispiel 4.27 Die im Beispiel 4.26 eingefiihrte Zylinderfliche 3 und der ebene Strei-
fen & sind nicht nur isometrisch zueinander, sondern auch aufeinander abwickelbar.
Um dies zu zeigen, wird eine Familie von Zylinderflichen 3y mit den Parametrisierun-
gen

X,\(u):X,\(ul)+u2e3 uclU; 0<)<1

konstruiert. xy (u') sind ebene nach der Bogenlinge s = u' parametrisierte Kurven
und x1 (u') = x (u') (W' € I = (a,b)) sei die erzeugende Kurve der Zylinderfliche 3.
Nach den Ausfiihrungen im Abschnitt 3.6 sind die Tangentenvektoren einer hinreichend
glatten ebenen Kurve x (u') stets in der Form

cos (y (u'))

v (u
t(u') =%(u') = sin(y(u'))
0

mit einer wenigstens stetigen Winkelfunktion v (u') darstellbar (siehe (3.20)). Ausge-
hend von dieser Schreibweise werden die Tangentenvektoren ty (u') der Kurvenschar
xy (ul) wie folgt definiert:

cos (y (u))
ty (u') =%\ (u') = [ sin(Ay(u'))
0
Es ist dann t; (u') = X1 (u') = x (u') und to (u') = e; sowie ||ty (u!)]] = 1 fiir 0 <

A <1 und a < u' < b. Durch Integration diber ty (u') ergeben sich nach (5.22) die
Kurvenparametrisierungen

ul

xy (u') = Ax(a) + (1 — \) ae; + /t,\ (1)dr

a

0< <1
a<ul<b’

Die Kurven xy (u') sind nach der Bogenlinge parametrisiert und x; (u') = x (ul),
xo (u') = ule,. Fiir die mit diesen Kurven definierten Parametrisierungen X, (u) der
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Zylinderflichen 3y gilt folgendes:

a) X; (u) = X (u) und Xo (n) = X (u), folglich ist 3 = 3; und & = 3.

b) Die Tangentenvektoren ty (u') und damit auch xy (u') sind stetig von \ abhingig.
Daraus folgt die stetige Abhdngigkeit der Parametrisierungen X, (u) von A.

c) Wegen ||t (ub)| = ||%x (ub)|| = 1 fiir alle X und u* € I ergibt sich fiir die metrischen
Fundamentalgrofien Gx, = (1) ? und damit deren Unabhdngigkeit von .

Aus a) - ¢) folgt die Abwickelbarkeit der Zylinderfliche 3 auf den Streifen &.

Bemerkung 4.44 Aufeinander abwickelbare Flichen sind insbesondere zueinander iso-
metrisch. Alle in den Bemerkungen 4.41 -4.43 genannten Eigenschaften fiir zueinander
1sometrische Fldachen sind in gleicher Weise auch fir aufeinander abwickelbare Flichen
und die damit verbundene Flichenschar zutreffend. Hervorzuheben ist, dass sich aus
der Gleichheit innergeometrischer Grifien iber das Theorema egregium (Satz 4.5) die
Gleichheit der GAUfschen Krimmung K aufeinander abwickelbarer Flichen ergibt.
Flichen mit verschiedener GAUfscher Kriimmung konnen nicht ineinander verbiegbar
sein. Ein Flichenstiick der Einheitssphire S* mit K = 1 (siche Beispiel 4.14) kann
deshalb nicht auf die Ebene (K = 0) abgewickelt werden. Allgemeiner: Flichen mit el-
liptischen oder hyperbolischen Punkten sind nicht auf die Ebene abwickelbar. Dagegen
sind neben Zylinderflichen auch Kegel- und Tangentenflichen (allgemein Torsen) auf
die Ebene abwickelbar (siehe [Kihn] S. 60/61). Ein Beispiel zu nicht ebenen aufeinan-
der abwickelbaren Fldchen wird im Folgenden behandelt.

Beispiel 4.28 Das im Beispiel /.25 entwickelte Katenoid mit der Parametrisierung

a cosh (u'/a) cos (u?)
Xk (u',u”) = | acosh (ul/la) sin (u?)

u

u' €R
0<u?<2r

und die Wendelfliche (Beispiel 4.24 Formel (4.54) mit R = [ = a, der zuldssigen

Parametertransformation u* — u* — Z, u*> — sinh (u'/a) und unter Beachtung von
cos (u? — Z) = sin (u?), sin (u® — %) = — cos (u?))
asinh (u'/a) sin (u?) JER
1oy 1 2
Xy (u',u?) = asmh(u2/a)7rcos u?) 0<u? < o
a(u*—3)

sind aufeinander abwickelbar. Zum Nachweis werden die Parametrisierungen

Xy (u',u®) = cos (A) X (u', u?) 4 sin (N) Xy (u',w?) 0< A<

bl 3

einer von A abhdngigen Fldchenschar eingefiihrt. Dann gilt:
a) Xo (u) = Xg (u) und X, /5 (u) = Xy (u).
b) X (u) ist stetig von \ abhdingig.
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c) Mit den Tangentenbasisvektoren

sinh (u!/a) cos (u?) cosh (u'!/a) sin (u?)
Xx1 = cos(A) [ sinh(w 1/a 2 + sin ( — cosh (u!/a) cos (u?)
—acosh (u u?) asinh (u'/a) cos (u?)

Xy2 = cos(A) acosh( O/) (2) +sin (A\) | asinh (u!/a) sin (u?)

folgt fiir die ersten metrischen Fundamentalgrofien

Gy — (XaXa1)  (Xa, Xoe) \ _ cosh? (u'/a) 0
X (X,\,Q,XA,1) (XA,QaX)\,Z) 0 a2 cosh? (ul/a) )

Nach Def. 4.17 folgt mit a) - ¢) die Abwickelbarkeit des Katenoids auf die Wendel-
fliiche. In Abb. 4.36 sind einige Phasen dieser Abwicklung fiir Parameterwerte u* = 0
dargestellt.

A=3E A=2L r=1

Bemerkung 4.45 Die Isometrie zweier Fldchen ist fir deren Abwickelbarkeit notwen-
dig aber im Allgemeinen nicht hinreichend. Deshalb wird in der Def. 4.17 gefordert,
dass aufeinander abwickelbare Fldichen tiber eine Folge sich stetig dndernder isome-
trischer Flichen verbunden sein miissen. Haben beide Flichen jedoch eine GAUfsche
Krimmung K <0, so ist die Isometrie auch hinreichend fiir deren Abwickelbarkeit (sie-
he [Stru]). Die Flichen in den Beispielen 4.27 und 4.28 erfillen diese Bedingung. Die
Abwickelbarkeit der angesprochenen Flichen in diesen Beispielen kann deshalb auch
mit dem, im Vergleich zur Konstruktion stetiger isometrischer Flichenfolgen, weniger
aufwdndigen Nachweis der Flichenisometrie gezeigt werden.

4.12. Satz von GAUS3 und BONNET

Der Satz von HOPF (siehe Abschnitt 3.8) sichert die Invarianz der (integralen) Gesamt-
kriimmung einer einfach geschlossenen Kurve gegeniiber orientierungserhaltenden hin-
reichend glatten homoomorphen Transformationen. Eine dhnliche Aussage auch fiir
Fldachen ist Inhalt des Satzes von GAUS und BONNET. In einer freien Interpreta-
tion sagt dieser Satz folgendes aus: Halt man einen beliebig schmalen Randstreifen,
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der eine Fliache § berandet, fest, so kann die Form der Flache im iibrigen (inneren)
Bereich hom6omorph in eine andere Form transformiert werden, ohne dass sich die
Gesamtkriimmung, d.h. der integrale Wert der GAUfschen Kriimmung, dndert. Da-
mit ist die Gesamtkriimmung bei festgehaltenem Randstreifen invariant gegeniiber der
sonstigen Fldachenform. Das, was an positiver Flichenkriimmung hinzukommt, muss
an anderer Stelle zwangslaufig als negative Kriilmmung auftreten. Aber es gilt noch
mehr: Die Gesamtkriimmung iiber einer kompakten Fliche ohne Rand (z.B. die glat-
te Oberfliche eines kompakten Korpers) ist proportional zur EULER-Charakteristik
der Fliache, was nochmals die Invarianz gegeniiber homéomorphen Abbildungen unter-
streicht.

Definition 4.18 FEs se:

3= {X | X:X(ul,u2) : (ul,u2) eU }
eine C*—Fliche und B C U eine kompakte (d.h. abgeschlossene und be-
schrankte) Menge mit der einfach geschlossenen, positiv orientierten, stickweise glatten

C?— Randkurve
8B:U8Bj:{u: (W', v’) €U |u=g(t); tel}
il

und den Eckpunkten u; =g (t;) € 0B (j=1,...,m).
Das auf B eingeschrdnkte Fldachenstiick

SB:{X]X:X(ul,u2); (ul,u2) EB}CS

heifit regulire C*— Flédche mit dem stiickweise glatten Rand

055 = J0%s; . 08 =X (0B)).

7=1
A2 OB
— - U
) VAR
u i {
\_’/‘\
ul

In den Eckpunkten X; = X (u;) der Fliche §p sind die positiv orientierten Auflenwin-
kel B; gemdfs

definiert.
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Satz 4.11 (Integralformel von GAUfS und BONNET)
S sei eine requlire C*—Fliche mit stiickweise glattem Rand 0Fp = U 0% Bj-

Die GAUfsche Krimmung K auf §p, die geoditischen Krimmungen ky; auf den
Randsticken 0§ gj und die Auflenwinkel B; (j =1,...,m) seien bekannt. Dann gilt:

/KdFJrZ/ 0 ( ds+ZBJ—27r

J= 183B;

Bemerkung 4.46 Wie im Vorspann zu diesem Abschnitt schon erwihnt, kann diese
Formel wie folgt interpretiert werden: Hdlt man einen beliebig schmalen Randstreifen
von §p fest (damit werden die Winkel B; und die geodditischen Krimmungen kg,; nicht
geindert) und deformiert das Innere von §g diffeomorph zu einer requliren C*— Fliche

S5, so haben Fp und Fp die gleiche Gesamtkrimmung f K dF.
SB

Folgerung 4.1 Ist §p ein sogenanntes geoddtisches m—FEck, d.h., die Randstiicke
(7 =1,...,m) sind Geoditen der Fliche §, dann ist k;; = 0 und man erhdlt fir die
Gesamtkrimmung des auf § liegenden Fldchenstiickes §p:

/KdF—ZW—Zﬂ]

SB

Dieser Zusammenhang wurde fir geoddtische Dreiecke ®, schon von C.F. GAUfS (Theo-
rema Elegantissimum) bewiesen:

/K dF =y +71+y—m,
99
wobei v; = ™ — B; die Innenwinkel des Dreiecks sind (siehe Abb. 4.39).
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Ist v = v + v2 + 73 die Summe der Innenwinkel des geoddtischen Dreiecks, so ergeben
sich folgende Fille:

1. K =0: 9, liegt dann z.B. in einer Ebene oder auf einem Zylindermantel und
man erhdlt das bekannte Resultat v = .

2. K >0: In diesem Fall ist die Summe der Innenwinkel stets grofier als w: v > .
Ist 2.B. D4 ein Oktant der Einheitssphire S?, d.h., ®, wird vom Grofkreis des
Aquators und den 0°— sowie 90°— Meridianlinien begrenzt, so erhdlt man mit

1 3
K =1 und | KdF = 3 (4m) = g die Innenwinkelsumme v = o
D,
Nordpol
Ak]uator
0°%- Meridian
' 90°- Meridian

Wegen [ KdF < [ KdF = 4x ist v nach oben durch 3w beschrinkt.
9, 52
3. K < 0 : Die Winkelsumme v eines geoddtischen Dreiecks ist dann stets < .
Diese Figenschaft besitzen z.B. geoddtische Dreiecke auf einer Pseudosphdre mait
der Parametrisierung:

N

S g S
SRy

NS L

=

—

aexp (u') cos (u?)
aexp (u') sin (u?)

X@hu)=| n

[ /1 —a2exp (2t)dt

(a>0)
Die Gaufische Kriimmung dieser Fliche ist K = —1.

Die Integralformel von GAUS und BONNET bildet den Ausgangspunkt zur Ableitung
globaler Aussagen iiber Fldchen ohne Rand. Im Allgemeinen wird sich eine Flédche ohne
Rand nicht durch eine einzige Parametrisierung darstellen lassen. Im Folgenden wird
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deshalb unter einer kompakten C?—Fliche ohne Rand die Vereinigung endlich vieler re-
guliirer C?—Flichen §; mit stiickweise glattem Rand verstanden:

F=0Js wd 05=02

i=1

Dabei sollen sich die inneren Bereiche dieser Teilflichen nicht {iberlappen und im Fal-
le § N§; # @ ein stiickweise glattes gemeinsames Randkurvenstiick entstehen. Ein
durchgéngig glattes gemeinsames C?—Randkurvenstiick von §; und §; heifit Kante
der Fliche §. Die Ecken der Randkurven, die auch die Kanten begrenzen, nennt man
Ecken der Fliche § (siehe Abb. 4.42).

5N3,

( gemeiname glatte Randkante )

Satz 4.12 (GAUf8 und BONNET)
S sei eine kompakte orientierte C?— Fliche ohne Rand mit der GAUpschen Kriimmung
K, dann gilt

/K dF = 27 (§)
S

mit der EULER-Charakteristik x (§) der Fliche §. x (§) wird aus der Formel

X&) =e—k+n

berechnet, wobei n die Zahl der Teilflichen §;, k die Zahl der Kanten und e die Zahl
der Ecken von § benennen.

Beweis. (skizziert) Aus der Orientierbarkeit von § ergibt sich, dass Randkurven be-
nachbarter Teilflachen jeweils in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden kénnen.
Fiir jede Teilfldche §; gilt die Integralformel von GAUS und BONNET. Addiert man alle
Formeln iiber die Teilflichen auf, so kiirzen sich, da § geschlossen ist, die Randintegrale
iiber die geodétischen Kriimmungen heraus und es entsteht die Gleichung;:

n  m;

/K dF:27rn—ZZB§i).
§

i=1 j=1
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ﬂj(.i) ist der j—te Auflenwinkel am Eckpunkt X, der Teilfliche §; und damit ist

%(.i) =7 — ﬁ]@ der zugehorige Innenwinkel am Punkt X; zur Teilfliche §; (siehe Abb.

4.43).

— S, ,Yj(i)

Die Summe aller Innenwinkel an einer Ecke ist 27. Summiert iiber alle Ecken ergibt

sich damit ‘
Z Z Vji) = 2me.

i=1 j=1

Da die Zahl der Ecken und Kanten jeder Teilfldche gleich ist und jede Kante beim Auf-

n m;
summieren genau zweimal auftritt, ist > > 7 = 2k7. Damit ergibt sich:
i=1j=1

n my n my

27m—225]@:27m—zz<7r—7]@> =2r(n—k+e)=2mx(F).

i=1 j=1 i=1 j=1

Bemerkung 4.47 Die EULER-Charakteristik x (§) ist unabhdngig von der
Art der Zerlegung von § in Teilflichen §; und damit eine topologische Invari-
ante.

Insbesondere gilt der Fldchensatz der Topologie: Zwei kompakte orientierte Fldchen
ohne Rand sind genau dann homdéomorph zueinander (d.h., es besteht eine eineindeu-
tige stetige Abbildung, deren Inverse ebenfalls stetig ist), wenn sie die gleiche EULER-
Charakteristik besitzen.

Der Satz von GAUS und BONNET kann deshalb wie folgt interpretiert werden: Alle
homdomorph aufeinander abbildbaren kompakten orientierten C*— Flichen ohne Rand
besitzen die gleiche GAUfSsche Gesamtkrimmung.

Beispiel 4.29 (Beispicle zur EULER-Charakteristik)

1. Die geschlossene Oberfliche S* = OK? einer Kugel kann als Vereinigung von
n = 8 Oktanten dargestellt werden. Dabei ergeben sich 12 Kanten und 6 Ecken,
die zu einer EULER-Charakteristik x (S%) = 6 — 12 + 8 = 2 fiihren. Alle zu S*
homdomorphen Flichen besitzen die gleiche EULFER-Charakteristik. Dazu gehdren
insbesondere das Ellipsoid, aber auch alle konvexen Polyeder.
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2. Schneidet man in S* zwei kreisférmige Licher und verschweifit die beiden Be-
grenzungskurven eines gekrimmten Zylindermantels endlicher Ldnge mit den
Rindern dieser Licher, so entsteht eine Fliche S? (siehe Abb. 4.44) mit der
FEULER-Charakteristik x (S%) = 0.

Der Nachweis ist wie folgt zu fihren: Auf S? wdhlt man zundchst eine solche
Zerlegung in Teilflidchen, in der die beiden herausgeschnittenen kreisformigen
Fldchen enthalten sind und durch jeweils eine geschlossene kreisformige Kante
mit einer Ecke begrenzt werden. Nach Entfernung der beiden Kreisflichen bleibt
die Zahl der Ecken und Kanten unverdndert, so dass die verbleibende Fliche die
Charakteristik x (S?) — 2 = 0 aufweist. Den Zylindermantel kann man sich als
eine Fliche vorstellen, die durch eine Mantellinie als Kante getrennt ist. Diese
Kante wird durch zwei Ecken begrenzt, die auf den beiden den Zylindermantel ab-
schlieffenden Kreislinien sich befinden. Verbindet man nun die beiden Kreislinien
des Zylindermantels mit denen auf S* in der Weise, dass die Punkte zusammen-
fallen, so wird die vorhandene Struktur lediglich um eine Fldche und eine Kante
erweitert. Demzufolge ist x (S?) =0—1+1=0.

Die gleiche EULER-Charakteristik hat auch die Oberfliche eines Torus’ (siehe
Abb. 4.45) und eines Quaders, in dessen Mitte ein Bereich ausgestanzt ist. Modi-
fiziert man letztere durch entsprechende “Abrundung der Ecken und Kanten”, so
entsteht eine durchgingige C*—Fldche mit der gleichen EULER-Charakteristik.

3. Das Anbringen eines “Henkels” an S? wie unter 2. beschrieben kann mehrfach,
2.B. g—fach, erfolgen. Die Oberfliche Sg der dann entstehenden Struktur hat die
EULER-Charakteristik

X (S7) =2 —2g.

Der Nachweis ist tiber vollstindige Induktion zu fiihren. Bemerkt sei dazu, dass
beim Anfiigen eines Henkels zwei Fldachen verloren gehen und jeweils eine Kan-
te und Zylindermantelfiiche hinzukommen, womit die EULER-Charakteristik um
den Wert 2 sinkt.

Flichen ohne Rand mit der EULER-Charakteristik 2 — 2g heiffen Fldachen vom
Geschlecht g. Demzufolge besitzt S? das Geschlecht 0 und ein Torus das Ge-
schlecht 1. S? mit drei Henkel und ein gestreckter Torus mit zwei Henkel besitzen
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das Geschlecht g = 3 (Abbildungen 4.46 und 4.47).

Folgerung 4.2

1. Besitzt eine geschlossene Fliche nirgends eine positive Krimmung, so ist x (§F) <0
und folglich kann § nicht homéomorph zu S* sein.

2. Eine bemerkenswerte Folgerung aus dem Satz von GAUJf und BONNET ist, dass

die GAUpsche Gesamtkrimmung [ K dF nicht von der Metrik abhingt, obwohl zur
§
Berechnung der GAUfschen Krimmung K (d.h. der Dichtefunktion im Integral) als

einer innergeometrischen Grofie unbedingt eine Metrik erforderlich ist. Es kann deshalb
auf einer Fliche ohne Rand mit x (§F) # 0, auf der es dann stets irgendeinen Punkt
mit K # 0 gibt, keine Metrik mit verschwindender Kriimmung existieren.

4.13. Aufgaben

1. Fiir die Einheitssphire S? = {x € R? | ||x|| = 1} sind regulire Parametrisierun-

gen zu den Flichenbereichen S? = S%/{e3} und S? = S5?/{—e3} mit e5 =
(0,0, 1)T auf der Grundlage der stereografischen Projektion anzugeben.
Hinweis: Man betrachte alle Geraden im R? mit dem Stiitzvektor ez (bzw. — ej3),
die je einen Schnittpunkt Pz mit der X; X,—Ebene und P, mit S? besitzen. Die
Zuordnung 7y : ST — R? (bzw. 7_ : 52 — R? ) gemiB P, € S* — Pp € R? heifit
stereografische Projektion und bildet den Ausgangspunkt fiir die zu entwickelnde
Parametrisierung (siche Abb. 4.48).

r
K
B XX, - Ebene

I

SZ
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2. Fiir die ENNEPER-Flache mit der Parametrisierung

o wl =5 (ul) -l () o, 2
_ 2 1 2 2 1
X (u',u?) = u? = 5 (W) 4o (ul) (u2>eR

sind die metrischen Fundamentalgréffien Gx und Lx herzuleiten und die Flachenpunkte
zu klassifizieren.
Ist diese Fliache eine Minimalfliche?

3. Es sei X (u) (u € U) die Parametrisierung einer Fliache, auf der eine nach der
Bogenldnge s parametrisierte Kurve x (s) = X (u (s)) verldauft. Mit t (s) = x’ (),
dem Einheitsnormalenfeld N (u(s)) und P (s) = N (u(s)) x t(s) kann jedem
Kurvenpunkt x (s) ein orthonormales Dreibein {t,IN, P} zugeordnet werden. Es
ist eine den FRENETschen Gleichungen entsprechende Ableitungsgleichung fiir
x (s) in der Form

!

t aip a2 Qi3 t
!

N = Q21 dA22 (23 N
!

P 31 dzz G33 P

herzuleiten und die geometrische Bedeutung der Koeffizienten a;; aufzudecken.

4. Zu folgenden Parametrisierungen von Flichen (f) sind die CHRISTOFFEL-Symbole
Ffj zu bestimmen:
a) (f) wird erzeugt von einer C?—Funktion g (u',u?) : R*> — R mit der Parame-
trisierung aus Beispiel 4.2.
b) (f) ist eine Dehflache mit der Parametrisierung (4.46).

5. Zu einer gegebenen Fliche mit der Parametrisierung X (u) (u € U) sind Formeln
fiir die geodétische Kriimmung der Koordinatenlinien

Xe, (ul) =X (ul, 01) und X, (u2) =X (02, u2)

zu entwickeln, die lediglich von der ersten metrischen Fundamentalgroe Gx (u)
und den CHRISTOFFEL-Symbolen der Fliche abhéngig sind. Daraus sind Aus-
driicke fiir die geodétische Kriimmung im Falle einer GAUBschen Flichenparame-
trisierung (siehe Def. 4.4) abzuleiten, die nur die Metrikkoeffizienten enthalten.

6. Auf der Einheitssphiire S? verlaufen die Kurven (c;) (i = 1,2,3) mit folgenden
Parametrisierungen

x1(t) = (sin(t),0,cos (t))" O<t<m
1 1 g
xy () = (cos (t), 7 sin (t) , 7 sin (t)) —r<t<m

x3(t) = (sin (t), cos (t),1)" —T<t<m.

1
V2
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Diese Kurven schneiden sich in den Punkten A, B, C' und bilden ein Dreieck A 4p¢
auf S? (sieche Abb. 4.49). Ist dieses Dreieck ein geodéitisches Dreieck auf S*? Zu
berechnen sind:

a) Die Schnittpunkte A, B, C' der Kurven.

b) Die Auflenwinkel «, 3,7 in den Eckpunkten des Dreiecks A spc.

c¢) Der Inhalt |A4pc| des Dreiecks A ypc auf S2.

7. Ein Flachenstiick sei mittels geodétischer Polarkoordinaten r,¢ parametrisiert
(siche Bemerkung 4.31). Es ist zu zeigen, dass die GAUfBsche Kriitmmung K nur
vom Metrikkoeffizienten G = (X ,, X ;) abhéingig ist und mit der Formel

P 1 (0Gxn\* Gy
2G22 2G22 87" 87’2

8. Die Gleichungen von GAUB und CODAZZI-MAINARDI sind aus den Integrabi-
litdtsbedingungen (4.34) zu dem Differenzialgleichungsystem Y j (u) = By (u) Y (u)
mit den Matrizen (4.35) herzuleiten.

beschrieben wird.

9. Es ist eine Schar von Abbildungen X, (u) (a € I) zu konstruieren, die eine Ab-
wicklung des Kegelmantels X2 = b (X7 + X3) mit 0 < X7+ X2 < R? (b, R > 0)
in die X;Xs—Ebene realisiert.

10. Gegeben sind Matrizen

A C R T
GZ(C’B) und L:(TS)

mit konstanten Koeffizienten A, B,C, R, S,T € R. Unter welchen Bedingungen
an diese Koeffizienten bilden G und L die erste und zweite Fundamentalgrofie
einer Parametrisierung X : U — R? eines Flichenstiickes?

Es sind Beispiele fiir Flachen anzugeben, die konstante Fundamentalgrofien der
angegeben Form besitzen.
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11.

12.

Es ist zu zeigen, dass die Wendelfliche mit der Parametrisierung
X (ul, uQ) = (u2 cos (ul) , u?sin (ul) , ,Bul)T
eine Minimalflache ist.

Es ist zu zeigen, dass fiir eine geschlossene Kurve, die auf der Mantelfldche eines
Kreiszylinders verlduft und deren Tangente in jedem Punkt nicht parallel zur
Meridianlinie der Mantelfldche im jeweiligen Punkt verlduft, die geodétische Ge-
samtkrimmung (integraler Wert tiber alle geodétischen Kriimmungen ldngs der
Kurve) verschwindet.






A. Anhang

A.1. Loésungen zu den Aufgaben aus 3.9

1. ) Mit ds = [ (0)]| dt ist 2 = % (¢)] und

dt
dt ds\ 1
/ fry —_— = _— fry
rle) = 5 dt)

t"(s) = difﬂzdi<x(t))%(xit>>%

_ 1 1 i . . s
a ||>'<(t)||dt<|\5<(t)||> RO (%(t),% (1)) }
CORY --

Damit erhélt man die Ableitungen von x nach der Bogenldnge:

/ d d dt . 1
X (s) = Zx(s) = g% 7 =%

y B d , B d X(t) dt
s = g (3>‘£(Hx<t>u)£

d X () 1
odt \ (x(1),x)V? ) IX(@)
%(4) X)) — % @) %) (x(t), %) 1

I ()1 I ()l
_ X)), % (1) —x(t) (x(),X(1))
1% ()]
1 . .. .
= & (% () x (% () xx(1))) -
Fiir die letzte Umformung wurde die GRASSMANN-Identitét (2.1) verwendet.

b) Mit

a cos (t) —asin (t) —acos (t)
x(t)=| bsin(t) |; x(t)= bcgs t) |; x(t)=1 —b s(i)n (1)
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% (@) = (a®sin®(t) + 6% cos (1)) = (b° + (a® — 1) sin® (1)) /*

t

s(t) = / (b* + (a® — b%) sin® (7'))1/2 dr

r LX)
S O]
acos (t) 9 9y —asin (t)
" —1 . (a® — b%) sin () cos (t)
x'(s) = bsin b cos
© = o [( C(t) ) " 1% ()] ( 0 Q )]
o~ EOXEO] o
1% (2]l (b + (a? — b?)sin® (1)) /

Die Grofie e = va? — b? heifit lineare Exzentrizitdt der Ellipse.
2. a)

t acos (t) — asin (t)
b

asin (t) + acos (t) ) =[x (t)| = e'V2a2 + b2

t
s(t) = / V2a2 +b2%e7dT = e'V2a2 + 12 s(t): R — (0,00)

a 1
nd — ==

S
(\/2@2 - b2> ds s

o[ aeos(ts)
x(s) = T ( asml()t(s)) )

= t(s)=1In

1 acos (t(s)) —asin (t(s))
x'(s) = t(s)= ——= | asin(t(s)) +acos(t(s))

NereEwr: b
. a —sin (¢ (s)) — cos (t(s))
x"(s) = o cos (t (s)) —sin ( (s))
1 —sin (¢ (s)) — cos (t (s) \/_a
:n(s)zﬁ ( cos (t(s)) —sin (¢ (s) ) und k£ (s) = T

b (sin (¢ (s)) — cos (¢ (

s)))
= —— | —b(cos(t (3)) +sin (t (s)))
ﬂ\/m ( 2a )
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3. Es bestehen die Zusammenhinge

x'(s) = t(s)
x"(s) = t'(s)=k(s)n(s)

und unter Verwendung der FRENETschen Formel n’ (s) = —k (s) t (s) +w (s) b (s)
ist

x"(s) = K (s)n(s)+k(s)n'(s)
= —k*(s)t(s)+K (s)n(s)+k(s)w(s)b(s).

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann sqg = 0 gesetzt werden. Mit
x0=%x(0); to=1t(0); np=n(0); bg=b(0); ky=k(0); wy=w(0)

ist
X/ (O) = tg, X// (0) = ]{fono; X/// (0) = —kgt(] + kéno + k?g’wobo.
Die TAYLORsche Formel fiir x (s) an der Stelle s = 0 bis zum vierten Glied ist:

x(s) = x(0)+x'(0)s+ L (5)s* + L (s)s®+ 5% (s)

2 6
1 1
= X+ tps+ 5]@‘01’1082 + 6 (—k’gto + k?[/)n() + k:gwobo) s3 + $3 (S)
1 1 1 1
= Xg+ <S — ak’gSS) tO + (5]6082 + 6]{3683) ng + gkowosgbo + 535 (S) .

Die Projektion von x (s) auf die von to und ny aufgespannte Schmiegebene im
Punkt xq ergibt:

1
Xg (8) = Xg + stg + §k032n0 + 8255 (S) Mo XS(S)
mit ll_I)% ds (s) = 0. X(/)W "

Vernachlissigt man fiir kleine s das Glied s*dg (s), so beschreibt die Projektions-
kurve xg (s) eine Parabel in der Schmiegebene, deren Scheitelpunkt sich in xg
befindet.
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Die Projektion von x (s) auf die von ng und by aufgespannte Normalebene im
Punkt xq ergibt:

1 1
xy (s) = %o+ §k032no + gkowos?’bo + 520N (5)

mit  limdy (s) = 0.

s—0

Verzichtet man fiir kleine s auf das Glied s?dy (s), so beschreibt die Projektions-
kurve xy (s) eine NEILsche Parabel in der Normalebene (vorausgesetzt wgy # 0).
Die Projektion von x (s) auf die von to und bg aufgespannte rektifizierende Ebene
im Punkt xq ergibt:

1
XR (S) = Xg + Sto + ékowosgbo + 5253 (S)

mit  lim g (s) = 0.

s—0

Verzichtet man auch hier fiir kleine s auf das Glied s?dg, (s), so beschreibt xp ()
in der rektifizierenden Ebene eine Kurve vom Typ einer kubischen Parabel (vor-
ausgesetzt wy # 0).

Mit
acos(t) \ ., [ —asin(t) \ . .. acos (t)
x (1) = ( bsin (t) ) %) = < bcos (t) )  X(t) = - ( bsin (t) )
und ||% (¢)[| = (a?sin® (t) + b? cos? (zf))l/2 erhélt man

w0 = g (275 )xo0- i (S0

b
1% ()"

(
—asin (t) —acos (t)
beos(t) —bsin(t)

und damit weiter

o = (550)) - (050)
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5. Fiir eine Schraubenlinie sind Kriimmung und Windung konstant (siehe Beispiele

3.6 und 3.7):

2
:C;(—f; w(s)zwoz%g mit K% = R*a® + 3% (A.1)
Nach dem Hauptsatz der Kurventheorie konnen sich alle FRENET-Kurven mit
der gleichen konstanten Kriimmung kg > 0 und Torsion wy nur durch EUKLIDi-
sche Bewegungen unterscheiden. Es muss deshalb nur noch gezeigt werden, dass
fiir eine FRENET-Kurve mit konstanter Kriimmung &y > 0 und konstanter Torsi-
on wy stets Parameter «, 3, R angegeben werden konnen, die die Zusammenhénge

(A.1) herstellen. Die Nebenbedingung K? = R?a? + % kann zu
1 = R%a? + 3

normiert werden. Diese Normierung entspricht wegen ¢ = s/K (siche Beispiel 3.5)
einer Kurvenparametrisierung nach der Bogenlinge s. Zusammen mit ky = o?R
und wy = af stehen dann drei Gleichungen fiir «, 8, R zur Verfiigung. Wegen

F=ki+wy=0a’(®R*+ %) =a”
sind diese Gleichungen mit

k k
a = ﬁ:@:% und R:—g:—g
Q@ c a c
erfiillt. Folglich gibt es eine nach der Bogenldnge parametrisierte Schraubenlinie
mit der vorgegebenen Kriimmung k¢ und Torsion wy.

d
6. Setzt man z (x) = d—y, so entsteht die gewohnliche Differenzialgleichung 1. Ord-
T
nung in z (x):

dz 9
a% =\/1+4+(z(x))7
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deren allgemeine Losung z (z) = sinh (E + a> (v € R beliebig) ist. Wegen der
a

Parallelitét der Tangente an die Seilkurve in y (0) muss

dy
0=-2
dx

und damit o = 0 sein. Weiter ist

y(m):/ ()d:p—acosh( >+B mit y(O):a%—B;a.

(0) = 2 (0) = sinh («)

Die Seilkurve lasst sich also durch die reguldre Parametrisierung

0= (o)) %0 (g ) #0

beschreiben.

1
7. Mit xp; = x+ Zn und den Formeln (3.16) und (3.18) erhélt man das angegebene
Resultat.

8. Berechnung der Ableitungen von x (¢):

. B 7 cos () — rsin (¢) Lo_dr o dPr
€0 = (T rems)) =g =

(@l = ViZ+r?
= ds=vVr?2+r3dy und t(@):ﬁk(@)

1% (¢

%(p) = i cos (¢) — 27 sin (@) — rcos (p)
L 7sin () + 27 cos () — rsin (p)
.I"lfi‘g — I'Q.i'l 27“2 —rr + T2

k(p) = : =

% ()] (72 + r2)*/?

1 1
9. a) Mit » = —exp (f) und 7 = — exp <£> ist
a a o

o
mdw——exp< )\/rdgo

und damit
Vo +
L=< /eXp de =V1+ a?exp (2)
«
2 2 1 2 2
e () - mew () reo ()
k(p) =




A.1. Losungen zu den Aufgaben aus 3.9 147

b) Mit 7 = @ und 7 =0 ist ds = ay/1 + ¢?dyp und damit

L = a/amdwzg[am—l—ln(a%—mn
0

2+ ¢Y
k(o) = (1ot

10. a) Fiir alle ¢ € R ist

0= (2 ) o= (Mg ) o= (2250)

x (t) = 0 fiir R = a und ¢ = 2k7. Die angegebene Parametrisierung ist im Falle
0 < a < R fiir alle ¢ € R reguldr. Liegt der die Zykloide erzeugende Punkt auf
der Peripherie des Kreises (a = R), so besitzt die Kurve fiir die Parameterwerte
¢ = 2km einen Knick und ist folglich an diesen Stellen nicht stetig differenzierbar.

b) Mit
% @) = \/(R — acos (p))” + a2sin’ (¢) = v/R% + a® — 2Ra cos ()
@iy — @9y = (R —acos(p))acos(p) —a’sin® (¢) = aRcos (p) — a
erhdlt man

aR cos () — a?

k(p) =
() (R? + a® — 2Ra cos (¢))**
fir ¢ # 2km im Falle a = R.

¢) Im Falle a = Rist [|% (t)]| = R\/2 (1 — cos (¢)) = 2Rsin (g) und damit

21

L= 2R/sin <§> dp =4R [— oS <%>]zﬂ = 8R.

0

11. a) (c) sei eine Boschungslinie, dann existiert ein vom Bogenlédngenparameter s

unabhéngiger konstanter Vektor ng mit ||ng|| = 1 und (t (s),ng) = d = const.
Mit der FRENETschen Formel t' (s) = k (s) n (s) folgt
d
0=-- (t(s),np) = (t'(s),np) =k (s) (n(s),ng)

und damit (n(s),ng) = 0 im Falle k(s) # 0. Unter Einbeziehung der zweiten
FRENETSschen Formel n’ (s) = —k (s)t(s) +w(s) b (s) folgt nach nochmaliger
Ableitung des rechts stehenden Ausdruckes

0 = [k
= K (s)
= k(s)(n'
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und daraus k (s)d = w(s)(b(s),ng). Schlieflich erhélt man mit der dritten
FRENETSschen Formel b’ (s) = —w (s) n (s):

d

s (b(s),ng) = (b/ (s),ng) = —w(s) (n(s),ng) =0

und folglich (b (s),ng) = b = const. (im Falle w (s) # 0). Damit ist

d
k(s)d=w(s)b oder w(s):Ek(s):ck(s).
b) Es gelte w(s) = ck(s). Zu zeigen ist, dass ein konstanter Vektor ng mit
Ing|| =1 und (t(s),ng) = const. existiert.

Es gibt zunéchst stets einen Winkel o (0 < av < 7) mit ¢ = cot (a). Mit diesem
« setzt man ng als Vektor aus der rektifizierenden Ebene geméf

ng = cos (@)t (s)+sin(a)b(s)
an. Fiir ng gilt dann
(t(s),ng) =cos(a) =const. und |ng| =1.

d
Es bleibt deshalb zu zeigen, dass ng unabhéngig von s, d.h. % = 0 ist. Mit

s
den FRENETschen Formeln t' (s) = k(s)n (s), b’ (s) = —w (s)n (s)
und w (s) = ck (s) = cot («) k (s) erhdlt man

dnE / . !
il cos (a) t' (s) + sin (a) b’ (s)

(
= (cos(a)k(s) —sin(a)w(s))n(s)

_ (cos (@) — sin (@) < (O‘)) k(s)n (s) = 0.

sin («)

A.2. Losungen zu den Aufgaben aus 4.13

—
1. Ist X = (X1, Xs, X3)" = OP, # +es ein beliebiger Punkt auf S2, so kann die
Gerade y* (t), die durch X und +ej verliuft, wie folgt beschrieben werden:

i (t) (1+1) X,y
Y )=y | =X+t(XFes)=| (1+8)X; t € R.
ys (t) (1+t)X;Ft

— X

Die Koordinate y3 (t) verschwindet mit ¢ =

dieser Geraden mit der X;X,—EDbene:

P ut 1 X
OPg =u= = — :
P () 2w ()

. Folglich ist der Schnittpunkt
3F 1
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Damit ergeben sich die Abbildungen

1
71 S — R gemiB XeSi—Mri(X):u:l:FXg(ii)ERZ.

Die inverse Abbildung dazu entsteht auf folgendem Wege. Zunéchst ist
(W) (1F X5)° = X2 und  («?)” (1 F X3)* = X2.

Nach Addition beider Ausdriicke sowie unter Beriicksichtigung von
[u)? = (u")? + (u®)? und X? + X3 + X2 = 1 ergibt sich

Jul® (1 F2X;+ X3) = Xi+ X7 =1- X3
Es entsteht die in X3 quadratische Gleichung

R [
3 2 2 -
P =1 a1

mit der (fir alles Weitere nur interessanten) Losung
2
)P
[l + 1
Damit ist weiter
2u’

Xi=v(1FX3)=—— i=1.2
1+ |[u]

und es ergeben sich die Parametrisierungen der Teilflichen 52 :

2u!
1
X*:R*— 87 gemi ueR* = X*(u)= ——— 20> €53
I & (g 1)

Die Tangentenbasisvektoren

1— (u')? + (u2)? —2ulu?
X7i1 = A —2utu? : Xi2 =Al 1+ (u1)2 — (u2)2
+2ut +2u2
A - 2
(Jhulf? +1)°

sind zueinander orthogonal, womit die Regularitédt der Parametrisierungen gesi-
chert ist. Fiir die erste metrische Fundamentalgréfie ergibt sich

10
TE)
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2. Mit den Tangentenbasisvektoren

1— (u")? + (u2)? Qutu?
X, = 2ulu? und Xo= | 1—(u?)?+ (ut)’
2ut —2u?

erhélt man die erste metrische Fundamentalgrofie

Gao= () (g §)e Il = o) ()

und das Einheitsnormalenfeld

9,1
N — X,l X X72 . 1 27;
= - 2
X1 x Xl 14 |ul 1 ||u|?
Die Ableitungen der Tangentenbasisvektoren
—2ut 2u! 2u?
X,ll = 2U2 ) X}QQ = —2U2 ’ X712 = 2U,1
2 -2 0

liefern mit L;; = (X ;;, N) und L1 = Loy die zweite metrische Fundamentalgréfie

2 0
e (20).

Damit erhélt man fiir die GAUBsche Kriimmung:
. det (Lx) —4

(u) = det (Gx) (1 + ||u||2)2 <0

Die ENNEPER-Fliche ist folglich in jedem Flédchenpunkt hyperbolisch.

Mit den Eigenwerten \; = — A, der Matrix Gx'Lx = (1 + Hu||2)_2 ( (2) _g )
ist die mittlere Kriimmung H = (A1 + A2) = 0 und folglich die ENNEPER-
Fléache eine Minimalfldche.
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3. Analog zur Herleitung der FRENETschen Formeln im Abschnitt 3.4 werden die
Ableitungen t’ (s), N’ (s), P’(s) als Linearkombinationen von t (s), N (s) =
N (u(s)) und P (s) angesetzt. Dies fiihrt zu folgender Matrixdarstellung:

t' (s) (t',t) (t,N) (t',P) t (s)
N'(s) | =| (Nt) (N',N) (N, P) N (s)
P’ (s) (P',t) (P, N) (P,P) P (s)

Fiir die Koeffizienten der Ubertragungsmatrix gilt:
a) Wegen (t,t) = (N,N) = (P,P) =1ist (t/,t) = (N,N) = (P",P) = 0.
b) Aus (t,N) = (t,P) = (N, P) = 0 folgt
(t',N)=— (N t); (t.P)=—(P,t); (N,P)=-— (P N).

c) Mit Formel (4.21) ist:

(t'N) = (x",N)=ky;

(t.P) = (X'"'"Nxt)=k,

(N,P) = (NN xt)=[N N,t] =w,.
Die Gréfie w, kann als geodétische Windung (oder Torsion) bezeichnet werden.
Zusammengefasst erhélt man:

t' (s) 0 k., Kk, t (s
N(s) | = —ko 0 N (s)
P’ (s) —k; —w, 0 P (s)

4. a) Mit der Parametrisierung X (u!, u?) = (u!,u? g (ut,u2))" entsteht die erste
metrische FundamentalgroBe (siche Beispiele 4.2 und 4.8):

G:(E F); G—lzi( G _F) mit K = EG — F?,

F G K\ —-F F
wobei
E = 1+g3 und  Ey =2g1911 ; B2 =2g1912
G = 1+ g?z und G =220 i Go=29292

F = gig2 und Fi=g911092+91921; Fa=g1292+ g192.

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie Flij = Fé-i (1,7,1 = 1,2) ergeben sich 6
CHRISTOFFEL-Symbole. Mit Formel (4.31) ist

ro- % (GE, — 2FF, + FE,)
L, = % (GE, — FGp)

i, — % (2GF; — GG, — FG )
I = % (2EF, — EE, - FE,)
r2, = % (EG,— FE))

12 = L (EG,—2FF,+ FG.).

2K
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b) Mit den Ableitungen der Metrikkoeffizienten aus (4.47) ergeben sich aus Formel
(4.31) die CHRISTOFFEL-Symbole

1 i + hh
e v
1 !
F%2 - §G22G2271 - ; Fb - O (AZ)
1 —ry
I = —§G11G22,1 = P24 2 I3, =0.

. Aus Formel (4.43) fiir die geodétische Kriimmung einer Fldchenkurve folgt fiir

die Kurvenschar

X, (u') = X(u'er) mit @' =1, 4*=0:
\/ det (Gx) 2
kg = —3/2F11
(Gll)
und analog fiir die Kurvenschar

Xey (u2) = X (02,u2) mit o' =0, «>=1:

L . _\/det (GX)Fl

g2 3/2 22
(G22)

Im Fall einer GAUBschen Parametrisierung ist G2 = G = 0 und damit
det (Gx) = G11Gop. Fiir die CHRISTOFFEL-Symbole folgt mit G = (Gy;) ™"
und G*? = G*! = 0 aus (4.31):

Gao

2G11

1
Il =—=-G?CGro=——-=; Ip= —§G11G22,1 = -

Daraus ergeben sich die geodétischen Kriimmungen

VG11G22 Grio o G

kg, — = —
g VG11G1 2Ga 2G11v G
ko, VG11G2 Gazn  Gag (A.3)

VG2Ga 2G11  2G0/Giy

. X1 (t) und x5 (¢) sind Teilkurven von Grofikreisen auf S? und damit Geoditen.

x3 (t) ist jedoch ein Breitenkreis mit der geodétischen Kriimmung (siche dazu
Beispiel 4.19) k,3 = — cot (%) = —1. Demzufolge ist Aapc kein geoditisches
Dreieck.

a) Schnittpunkt A von x; und x3:

0 (5) =5 (5) = g0

Schnittpunkt B von x; und Xs:

™

X <§> =%, (0) = (1,0,0)"
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Schnittpunkt C' von x5 und xj:

%3 (T = x5 (0) = —= (0,1,1)"
2 V2

b) Mit den normierten Tangentenvektoren

cos (t) — sin (¢) 1 cos (t)
=0 | s | k= e
— sin (t) \/Li cos (1) V2 0

erhélt man fiir die Aulenwinkel an den Schnittpunkten:

a = arccos (<X3 (g) , X1 (%))) = arccos (0) = %’/T

. /TN . 1 3
B = arccos ((Xl (§> , Xo (0))) = arccos (—E) =4
v = arccos ((Xg (g) , X3 (0)>> = arccos (—1) = .

c) Das Integral iiber die geodétische Kriimmung k,3 ldngs x5 (¢) im Parameter-
intervall 0 < ¢ < 7 ist

/2 w/2
1 T
kpds = —— | dt = ———.
0/ 9 \/EO/ 22

Mit diesem Ergebnis und der GAUBschen Kriimmung K = 1 in allen Punkten
von S? folgt aus der Integralformel von GAUSB und BONNET fiir den Inhalt von

A ape:

[Aapc| = / dF =27 — (a+ [ +7) — / kgds

AABC d(AaBc)
w/2

= 27T—<g+3?%+7r)—/kg3ds
0
2-v2
.
42

7. Aus dem Theorema egregium folgt: K =
det (Gx) = G22 und

Rign . (1 0 .
Epremy Mit Gx = ( 0 G ) ist
Rigo1 = —Roiz1 = — Ry Gap = —Riy G

Damit ergibt sich nach (4.38):

K = —R) = _F%Q,l + F%l,? + 03y + 0505 — D105 — T35,
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Aus der allgemeinen Formel fiir die CHRISTOFFEL-Symbole (4.31) folgt

und schlie3lich

8. Die Matrix By wird in Blockmatrizen aufgeteilt:

B =

F%k F%k Ly,
F%k F%k Loy,
~L} —-L2 0

Ly

1G11 (GH 1 + Gll 1 — Gll 1)
1G11 (G112+G211—G121) G
lGH (Gi22 + Go11 — Gap) = 222’1
1G22 (Go11 4+ Gia1 — Gh12) = OG
G (Go12 4+ Gogg — Gra2) = 21
%Gm
5G? (Gazp + Gozg — Goo) = 2(2;2272
0 (Gpa) (Gl
8T 2G22 2G22
(Gag 1)2
G99 11G22 — (G — ’
2G32 ( 2211G22 — (Gaa1) ) 1G2,
! (Ga2 1)2 —2Gy 11G22)
4G%2 ’ ’
1 1 (0Gxn\* Gy
2G22 2G22 87’ @7"2 )

L

B < —(G Ly | 0

)

Damit nimmt die Integrabilitdtsbedingung (4.34) folgende Form an:

T+ D0 — Ly (G'L)" | Ly + L

[

—(G7'Ly), — (G'Ly)' I} | = (G'Ly)" Ly
L+ =L (GL,)" ‘ L + 'Ly

)

(

_ (G—lLZ)?,; _

(G'L) T | —(G'Ly)" Ly

) |

Die entsprechenden Blocke beider Matrizen werden gleichgesetzt. Aus

Tp 4+ Thl — Ly (GT'L) " =Ty + Ty — L (G'Lg) "

folgen in Koeffizientenschreibweise die Gleichungen von GAUS (4.36):

U+ 15

Aus LkJ + FkLl = Ll,k + FlLk fOlgt

ijLlsGSW = F;rll’k —+ F‘;ZFZL — leLksGsm j, kj, l’ m = 17 2.
Ligy + 15 Ly = Ly + T Lk ikl=1,2
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und damit die Gleichungen von CODAZZI-MAINARDI (4.37).

Aus — (G_lLk)f — (G T = - (G_lLl)?,; — (G'L;)" Ty, erhélt man noch-
mals die Gleichungen von CODAZZI-MAINARDI. Schliellich ist die letzte Glei-
chung (G™'Ly)" L, = (G'L;)" L;, auf Grund der Symmetrie von G~ stets
erfiillt.

Die Integrabilitatsbedingungen (4.34) sind folglich genau dann erfiillt, wenn dies
fiir die Gleichungen von GAUS und CODAZZI-MAINARDI gilt.

9. Mit der Vektorfunktion

X (u) apu? cos (ut/ap) —Tay < ul < Ty
X =| Xo(u) | = apu?sin(u'/a)
X3 (u) V11— adu? 0 <u? < R/ag

und dem Zusammenhang b = % itberpriift man durch Substitution von
Xi(u) in X? + X2 = 0?X2 und 0 < X? + X7 < R?, dass X (u) eine reguliire
Parametrisierung des Kegelmantels ist.

X,

=y

Die von A mit ag < A < 1 stetig abhingige Familie von Vektorfunktionen

Au? cos (u'/\) —Tap < ut < Tag
Xy (u) = | Mu?sin(u'/N)
V1 — \22 0 <u?< R/ag

liefert die angestrebte Abwicklungsfunktion. Mit A = «y erhélt man die Parame-
trisierung des Kegelmantels K,, und mit A = 1 ist

u? cos (u') —Tay < ut < Ty
X;(u) = | wu?sin(u')
0 0 <u? < R/ag
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10.

cine Parametrisierung des ebenen Kreissektors K (siche Abb. A6). Uber die
Tangentenbasisvektoren

—u?sin (ul /) Acos (u' /)
Tyi=Xy1 = u? cos (ul /) ; Tao=Xoo= [ Asin(u'/N)
0 V1—\2

entstehen die von A\ unabhéngigen Fundamentalgréfien

QL AD
SO A
NN LD
e

-‘
) )

Nach dem Hauptsatz der Flachentheorie (Abschnitt 4.7) muss zunédchst G positiv
definit sein, d.h. A > 0 und det (G) = AB — C? > 0. Weiterhin miissen G
und L die Integrabilitdtsbedingungen (4.36) und (4.37) erfiillen. Die aus den
konstanten Koeffizienten von G nach (4.31) gebildeten CHRISTOFFEL-Symbole
verschwinden, so dass die Gleichungen (4.36) die Form

(ijLls — leLks) Gsm =0 j, l{?, l, m = 1, 2

annehmen. Driickt man diese Bedingungen mit den Konstanten von L aus, so
ergibt sich als einzige Forderung

RS — T2 = det (L) = 0.

Mit der Konstanz von L und mit I'j; = 0 verschwindet auBerdem die linke Seite
von (4.37). G und L sind also metrische Fundamentalformen einer Parametrisie-
rung eines Flachenstiickes, wenn

A>0, AB-C?>0 und RS=T" (A.4)

Wegen det (L) = 0 verschwindet die GAUBsche Kriimmung K dieses Flichen-
stiickes. Fléachenstiicke, die in einer Parametrisierung konstante erste und zweite
Fundamentalgrofien aufweisen, gehéren damit zur Menge der Flichen mit ver-
schwindender GAUfscher Kriimmung, d.h. besitzen nur parabolische Fldchen-
punkte oder Flachpunkte.

Die Matrizen

3
c_( @a (@b oo o abeR
a) ( linear unabhéngig
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11.

12.

erfiilllen (A.4) und definieren eine Ebene mit den Richtungsvektoren a und b.

Wahlt man
R? 0 —-R 0
G—(O 1> und L—( 0 O) (R>0),

so liegen die Fundamentalgréfien eines Flichenstiickes auf der Mantelfléiche eines
Kreiszylinders mit dem Radius R vor.

Mit dem begleitenden Dreibein

—u?sin (ul) cos (ul) —Bsin (ul)
X, = u?cos(u') |, Xo=|[ sin(u') |, N= Bcos (u
15} 0 —u?

ergeben sich die Fundamentalgréfien
(@20 (01
G = ( 0 1 L=5{1 0

e B 0 1
G L‘(u2>2+52<<u2)2+52 0)‘

1
Wegen H = 5 spur (G7IL) = 0 ist nach Definition 4.15 die Wendelfléiche eine

Minimalflache.

Zu einem kiirzeren Beweis kommt man wie folgt: Nach Beispiel 4.25 ist das Ka-
tenoid eine Minimalfliche und im Beispiel 4.28 wurde die Abwickelbarkeit eines
Katenoids auf die Wendelfliche gezeigt. Beide Fléchen sind folglich zueinander
isometrisch und besitzen damit die gleiche innere Geometrie. Insbesondere ver-
schwindet fiir beide Fldchen die mittlere Kriitmmung H, woraus unmittelbar die
Minimaleigenschaft der Wendelfldche folgt.

und weiter

Mit der Standardparametrisierung

Rsin (u') 1
0<u <27
1,2y _ 1 Su <
X (u',u?) = Rco;Z(u) 2 ER

einer Kreiszylindermantelfliche 9t vom Radius R ist eine geschlossene Kurve c,
die jede Meridianlinie X (c,u?) (0 < ¢ < 27) genau einmal schneidet, durch

Rsin (t)
x (t) = | Rcos(t)
g(t)

darstellbar, wobei g eine zweimal stetig differenzierbare 2r—periodische Funktion
ist (g(t) =g (t+2n) firallet € R ).

Es sei a < ogtlg g (t) eine Konstante und 91, das Flachenstiick auf 9, welches
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durch ¢ und den Breitenkreis ¢, mit der Parametrisierung X (u', a) berandet wird
(siche Abb. AB):

M, ={XeM|X(ta) <X <X(tg(t); 0<t<2r}.

XSA
SEE=,
m \A ¢ g(1)
/ / B=m—o N -
. M, 7K 5=
Cm —A
C m21~v :> a" : | i
—— Ca ){ 21
/ X

X

M, wird lings des Meridians X (0, u?) aufgeschnitten und die beiden Schnittufer
mit ¢p; und ¢pe (6ne = —c¢m1) bezeichnet. Nach der Integralformel von GAUSB
und BONNET gilt fiir das Flachenstiick 9,:

//KdF+/l{:g(s)ds+oz+6+7+5:27r. (A5)

M oM

Fiir die Grolen in dieser Formel gilt folgendes;
a) Die GAUBsche Kriimmung verschwindet auf einer Zylinderfliche, demzufolge

ist
/ / KdF — 0.

Ma

b) Die Kurven ¢, ¢,; und ¢,,2 der Randkurve 09, = c¢Uc¢, U ¢;p1 U €2 sind
Geodéten (mit der geodétischen Kriimmung k, =0 ), so dass

/ k, (s)ds — / k, (s) ds.

oM, 4

c) Wegen der 2r—Periodizitdt der Funktion g (t) gilt fur die Winkel a und g:
a+f = 7. Zusammen mit v = § = 7 (siche Abb. A8) ist damit o+ 4+ = 2.
Werden diese Schlufifolgerungen in (A.5) berticksichtigt, so ergibt sich fiir die
geoditische Gesamtkriimmung von c¢:

/k;g (s)ds = 0.

¢
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